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 منطق فازی-اول فصل

 

 هوش مصنوعی:تعریف 

 و ملل انسان عمل کند( بگیرددرست تصمیم )ستازی هوش انسان در ماشین به طوری که ملل انسان فکر کند  شتبیه 

 .)درست عمل کند(
 

 (:Computing Hardمحاسبات سخت )تعریف 

 .شوندمی نامیدی« سخت محاسباج» ،ریاضیاج دقیق معادلاج بر مبتنی و خشک محاسباج

𝑦ای ها در چندجمله𝑥ها با دادن 𝑦پیداکردن  مثال: = −2𝑥2 + 3𝑥 +  شود.ی سخت محسوب مییک محاسبه 2

 

 

 

 

 

 
 

 (:Computing Soft) محاسبات نرمتعریف 

 1۱۱ رجصوه ب نه) بالایی دقت با نیز را هاپدیدی ترینمغشوش و ترینپیچیدی رفتار توانندمی که دارند وجود هاییروش

 .شوندمی شناخته «نرم محاسباج» عنوان تحت محاسباج این. نمایند سازیمدل( دقیق %

 ماعیاجت هایپدیدی رفتار سازیشبیه مغز، هاینرون عملکرد سازیشبیه انسان، ذهن استنتاج بر مبتنینرم  محاسباج

 و وعیمصن عصبی هایشبکه ،فازی هایستیستم  .استت ( ... و مورچه کلونی فاخته، ژنتیک، ملل تکاملی هایالگوریتم) طبیعت

 .شوندمی محسوب نرم محاسباج هایشاخه ترینمهم از تکاملی هایالگوریتم

 او. گیردنمی کاره ب را 5 درجه یمعادله یک ذهنش در هرگز بار، نوسانِ کنترل جهت ،هوایی جرثقیل ماهر یرانندی یک مثال:

 عربیاتشت از استهادی با را پیچیدی سیستم این خوبی به ،(گایآن-اگر تعدادی) ذهنی فازی استنتاج ستیستم  یک از استتهادی  با

 .ردسپ کنترل سیستم به و درآورد فازی قوانین صورجه ب را متخصص فرد تعربیاج این توانمی واقر در. نمایدمی کنترل
 

 هوش محاسباتیو  محاسبات نرم
 ممکن است در باشد کههای ژنتیک میالگوریتمو های عصبی شبکه ،منطق فازی ؛شامل اجزائی همچونمحاسباج نرم 

ها از یک شتتنوید. اینبرخورد کردی باشتتید. این اجزار را در قالب دیگری هم با نام هوش محاستتباتی می جاهای مختلف با آن 

 ،اند. به عبارج دیگراز یک سری اجزار تشکیل شدیهر دو محاسباج نرم،  هوش محاسباتی و. دیدگای خیلی به هم شبیه هستند

روش و های ژنتیک الگوریتم ،عصبی هایشبکه ،(Reinforcement Learning) ، یادگیری تقویتیفازی ها منطقهر دو این

 .ها وجود داردکید خاصی در ترکیب این روشأتمحاسباج نرم  شوند. اما دررا شامل میها کلونی مورچه
 

𝑦 = −2𝑥2 + 3𝑥 + 2 

𝑥 

𝑦 
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 ،برای حل مستائل مربو  به هوش مصنوعی و  شتود استتهادی می ی ریاضتی  ایک مبن، معمولاً از دقیق برای حل مستائل  نکته:

 .شوداستهادی میمحاسباج نرم و ... از هوشمند  کنترل هایسیستم و کاویدادی
 

 دگی زمانییپیچشتتوند. اند و به صتتورج محاستتباج دقیق )محاستتباج ستتخت( حل می  دقیق Polynomialمستتائل  :مثال

 :را در ن ر بگیرید ایای و غیر چندجملهچندجمله

𝑃 → 𝑃𝑜𝑙𝑦𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙 ( ایجملهچند ) → {

𝑂(𝑛)          

𝑂(𝑛2)        
𝑂(𝑛 log𝑛)

 

 

𝑁𝑃 → 𝑁𝑜𝑛𝑝𝑜𝑙𝑦𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙 ( ایجملهچند (غیر  → 𝑂(2𝑛) 

2𝑛افتد. )ای اتهاق میnبالاخری در یک  > 𝑛100) 
 

 است. NP گرد( به صورجی دوری)فروشندی TSPی مسئله نکته:
 

 :(Boolean Logic) در مقابل منطق بولی( Fuzzy Logic)منطق فازی 

کند. در چارچوب این منطق، چیزها یا درستند اید که کامپیوتر از یک منطق صهر و یک تبعیت میبارها شتنیدی  حتماً

. منطقی که دنیا را نه به صورج حقایق صهر و وجود داردمنطق فازی منطق بولی،  در مقابلِ یا نادرستت، وجود دارند یا ندارند. 

ی فازی واژی استتت. بیند و در هوش مصتتنوعی کاربرد فراوانی یافتهها میواقعیتیکی، بلکه به صتتورج طیهی خاکستتتری از  

(Fuzzy )است( شناور) مبهم و ناواضح غیردقیق، معنای به. 

 هایارزش منطق از فازی منطق»: کرد تعریف گونهاین ستتادی طور به توانمی را افزارینرم علوم درمنطق فازی  اربردک

 ایفض زیرا گشتاید، می هارایانه و افزارینرم علوم دنیای برای جدید درگاهی و رفته فراتر کلاستیک  افزارهاینرم "یک و صتهر "

 «.کشدمی چالش به و بردی کار به خود هایاستدلال و منطق در نیز را یک و صهر اعداد بین نامحدود و شناور

 حتی یا «اگر رویممی» یا «برویم شتتاید» جدید هایارزش ،«نرویم» یا «برویم» ارزش دو بین فضتتای از فازی منطق

 بیلان ایرایانه بررسی از پس بانک مدیر :ملال عنوان به ترتیب بدین. گیردمی کار به و کردی استخراج را «برویم دارد احتمال»

 وام» یا «…اگر دهیممی وام: »بگوید و رفته «دهیمنمی وام» یا «دهیممی وام» منطق از فراتر تواندمی ،بازرگان یک اقتصتتادی

 .«…ولی دهیمنمی

 هدر جوامر علمی بکه - زادیلطهی پروفسور یوسیله به فازی هایمعموعه ین ریه تن یم پی در باراولین فازی منطق

Lotfi A. Zadeh (لطهی ع.زادی ) لطهعلی "زادی، نام کامل پرفسور لطهی مطرح شتد.  یلادیم 1۶65در ستال   -معروف استت

 1.است "عسکرزادیاوغلو رحیم
 

 (Introduction to Fuzzy and Probability Theory) و احتمال فازی هایای بر نظریهمقدمه

 (Random uncertainly) تصادفی (قطعیتاطمینان )عدم  عدم -1                                         

 (Non-Random uncertainly) غیرتصادفی (قطعیتاطمینان )عدم  عدم -2                                         
                                                           

شود و برخی از قوانین منطق فازی به پیروی از آداب تاریخی علم ریاضیاج، با نیز نام بردی می «زادی»گاهی از او با نام . 1 

 اند.نامگذاری شدی Zadehی کلمه

 (قطعیتاطمینان )عدم  عدم
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 (:Random uncertainly) تصادفی قطعیت عدم

شتاید کلاس تشتکیل   » لاً:مل باشتد. بودن آن میها وجود دارد که حاکی از تصتادفی در بعضتی گزاری  تییک عدم قطعی

 در عدم وجود اطلاعاج مناسباست که حاکی از « شود.شود یا نمیکلاس تشکیل می احتمالاً»که مههوم آن به صورج .« شود

 کند.را مطرح می "احتمال ین ریه"باشد و شدن یا نشدن کلاس میمورد تشکیل

رود. رویدادی که در آیندی قرار استتتت اتهاق کار میه یک رویداد در آیندی ب یبینی نتیعهاحتمال برای پیش ین ریه

 .باشداحتمال به رویدادهای تصادفی مرتبط می ین ریه ،آن در حال حاضر مشخص نیست. در واقر یبیافتد و نتیعه

شکیل احتمال ت»مللاً: اگر بگوییم:  .نمود گیریتصمیم و بر اساس آنکردی اد نگذشتته است ی احتمال باید به در ن ریه

این درصتتدها با «. استتت % 2۱ی ی آیندتشتتکیل کلاس در ههتهعدم احتمال »، بنابراین «استتت % 8۱ی ی آیندکلاس در ههته

 .خواهد بود 1همیشه برابر با  م یک عملاانع انعام و عدمآیند. معموع احتمال ی بدست میاج آمارتاستناستهادی از 
 

 (:Non-Random uncertainlyعدم قطعیت غیرتصادفی )

که . مللاً: امکان اینباشدمینبودن آن وجود دارد که حاکی از تصتادفی ها گزاری رخیدر بدیگری نیز  تییک عدم قطعی

 گای به سینما برود، وجود دارد و امکان آن زیاد است، امام احتمال آن خیلی کم است.یک نهر در صبح

ی از فاز یرود و کلید اصلی ن ریهکار میه دقت در رویدادها ب قطعیت و عدم عدم برای بیان و تشریح "فازی ین ریه"

فی غیرتصادعدم قطعیت  .کندمی را پشتیبانی فازی عدم قطعیت غیراحتمالی ین ریه. وجود آمدی استه منطق چند ارزشتی ب 

 .است)تعلق به یک معموعه( احتمال قابل بیان نیست و حاصل وابستگی به آن شئ  ین ریهتوسط 

 نوع به یک نیازما : »زادی با این عبارج ایعاد شدپروفسور لطهیبار توسط های فازی برای اولینمعموعه ین ریه یایدی

 احتمالاج یمدلی که متهاوج از ن ریه ،سازی نماییمابهاماج و عدم دقت رویدادها را مدلتا بتوانیم داریم اج یمختلف از ریاضت 

 .«باشدمی

 :مللاً .باشتتتد 1شتتتتر از بیتواند می ،عملم یک اانع معموع امکان انعام و عدم "امکانی ن ریه"فازی یا  ین ریهر د

 باشد.می 1شتر از یبباشدکه معموع آن  % 4۱آن عدم امکان و % 8۱ انعام یک عمل امکان
 

بودن دارد، پس ممکن است آب لیوان احتمال سالم % 2۱احتمال مسمومیت دارد و  % 8۱اگر گهته شود که یک لیوان آب  مثال:

آب لیوان مسموم است؛  % 2۱مستموم، و یا درصتدی سالم و درصدی مسموم باشد، اما اگر گهته شود که   کاملاً ستالم، یا کاملاً  

داشتنِ به یک معموعه شک نداریم، ی سمی در آب اطمینان داریم )به تعلقیعنی حتماً آب لیوان مسموم است و از وجود مادی

 بلکه به درصد آن شک داریم(.
 

𝑃𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦امکان وقوع یک مسأله همیشه بیشتر از احتمال آن است:  نکته: < 𝐵𝑒𝑙𝑖𝑒𝑓 
 

 آن نیست.برابر با احتمال  الزاماًاست و وقوع یک شئ  ،امکانو  احتمال، وقوع یک حادثه است نکته:
 

 .گرددبرمیبه وضعیت موجود  (امکان یفازی )ن ریه ین ریهو  یاج آمارتاحتمال به استن ین ریه نکته:
 

 فردا هوا کمی بارانی است. احتمالاً مثال:

 

 منطق فازی تصادفی 
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 منطق فازی

 بیان ریاضی منطق فازی

 :(Crisp)تُرد یا  های کلاسیکنمایش معموعه

𝐴 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛} 

𝐴 = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑥 خواص} 

 

 

 

 

منطق فازی آید که در اصل میها حی کلاسیک معموعهن ریه از تعمیم های فازیمعموعه :های فازینمایش معموعه

 .کاربرد دارد

𝜇�̃�(𝑥) ∶  �̃� به معموعهی 𝑥 میزان تعلق →  (بین صهر و یک میباشد)
 

𝜇�̃�(𝑥): 𝑋 ⟶  (تابر عضویت یا تابر مشخصه)   [0,1]
 

(تابر عضویت یا درجه عضویت) 𝜇�̃�(𝑥) = {
𝑥 عضو �̃� است           1

𝑥 عضو �̃� نیست          0
 

 

�̃� = 𝐴∗ = { (𝑥, 𝜇�̃�(𝑥)) | 𝑥 ∈ 𝑋 } 
 

 تواند پیوسته یا گسسته باشد.می 𝑥 نکته:

 

 

 

 

 

 

 

 

 ی صهر و یکهای عضویت در بازیی فازی به درجهنمایش شماتیک تصویر اعضای معموعه
 

نمادهای سیگما و انتگرال نیستند،  ∫و  ∑توان به صورج نمادهای زیر نیز نشان داد. نمادهای های فازی را میمعموعه نکته:

 باشند.های فازی گسسته و پیوسته میدادن معموعهبلکه به ترتیب نمادهایی برای نشان

یمعموعه فازی گسسته) ) ∑
𝜇�̃�(𝑥)

𝑥𝑖
𝑖∈𝑋

 

 

 

A 

 (Xی جهانی)مجموعه

× × 

× × 

× × × 
× 

× 
× 

× 

× 

× 

× × 

× 

× 
× 

𝑥1 

𝑥𝑛 

𝑥3 
𝑥2 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

1 0 

 Xی معموعه

× 

× 
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یمعموعه فازی پیوسته) ) ∫
𝜇�̃�(𝑥)

𝑥
 

 

𝐴اگر  مثال: =  گای داریم:باشد، آن {1,2,3,4,5}

�̃� = 𝐴∗ = {(1,1) , (2,1) , (3,1) , (4,1) , (5,1)} 
 یا

�̃� = 𝐴∗ = {(1,1) , (2,1) , (3,1) , (4,1) , (5,1) , (6,0) , (7,0),… } 
 

در این ملال،  ی افراد قدبلند باشد.معموعه �̃�ها و ی قد انستان ای از اندازیمعموعه 𝑋ی جهانی کنیم معموعهفرض می مثال:

 باشد.فضا گسسته می
𝑋 = {120 , 140 , 160 , 180 , 200 , 220} 

 

�̃� = {(120 , 0) , (140 , 0.1) , (160 , 0.4) , (180 , 0.8) , (200 , 1) , (220 , 1)} 
 

 گیرند که چه اعدادی را قرار دهند.دانش خبرگانی: یک فرد یا گروهی از افراد تصمیم می -1                                         

 های ریاضی تقسیم کنیم.با روش ی بین اعداد یک معموعه رابحث ریاضی: بازی -2                                         

 افزارها این کار انعام شود.سری از نرمبا استهادی از یکهوش مصنوعی:  -3                                         
 

 رسند.می 1شوند، منتها بعضی توابر زودتر و بعضی دیرتر به عدد ختم می 1به عدد نهایتاً توابر عضویت  نکته:

 

 

 

 

 

 

 باشد.در این ملال، فضا پیوسته می .ادی و بنویسیدتابر عضویت برای میزان تعلق به مههوم کودک را با رسم شکل نشان د مثال:

سالگی کودک و از  1۱تا  3سالگی نوزاد، از  3کنیم که از تولد تا باشد. قرارداد میی ستن فرد خردسال می ملال درباری جواب:

 آید.بندی، نمودار زیر بدست میسالگی نوجوان محسوب شوند. طبق این بازی 15تا  1۱

 

 

 

 

 

 

 

�̃� = { (𝑥, 𝜇�̃�(𝑥)) } 
 

 تعلق عدد»اعداد مربو  به 

 با استهادی از« به معموعه

 آیندها بدست میاین روش

 

 

 

 

 

 

 

 

1 

0 

A B C 

1 

 کودک نوزاد 15 10 3 تولد

 تابر عضویت

 سن

 میزان تعلق به مههوم کودک

 نوجوان

𝜇�̃�(𝑥) 

𝑥 
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𝜇�̃�(𝑥) =

{
 
 

 
 
1

3
𝑥                                   𝑥 ≤ 3

1                            3 < 𝑥 ≤ 10

−
1

5
𝑥 + 3          10 < 𝑥 ≤ 15

0                                    𝑥 > 15

 

 

𝑈ی جهانی اگر معموعه مثال: = �̃�ی فازی باشتتد و معموعه  {1,2,3,4} = {(1 , 0.5) , (2 , توانیم باشتتد، می  {(0.2

�̃�ازی را به صورج ی فمعموعه = {
0.5

1
,
0.2

2
,
0

3
,
0

4
 نشان دهیم. نیز {

 

𝐴ی معموعه نکته: = باشند و اعداد دیگر دارای دارای تعلق یک می 3و  2ی عادی است که فقط اعداد یک معموعه {2,3}

 تعلق صهر هستند.

 

 

 

 

 
 

𝐴ی معموعه نکته: = به معموعه تعلق  [2,3]ی استتتت که هر عددی در بازی( Interval)ای ی بازییک معموعه {[2,3]}

 باشد و اعداد دیگر دارای تعلق صهر هستند.داشته و دارای تعلق یک می

 

 

 

 

 
 

و  [1.5,2]های ی مقادیر نسبی را شامل شدی و دارای تعلق نسبی در بازیفازی است، زیرا همه یشکل زیر یک معموعه نکته:

 باشد.می [3,3.5]

 

 

 

 

 
 

های فازی حالت باشتتند. به عبارج دیگر، معموعههای فازی میی قواعد معموعهای تقریباً شتتامل همههای بازیمعموعه نکته:

 های فازی هستند.ای حالت خاصی از معموعههای بازیتری دارند و معموعهعمومی
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ی یا معموعه( Level 2) 2-ی فازی سطحمقادیر فازی داشته باشد، به آن معموعه ی فازی،یک معموعه هایاگر تعلق نکته:

 یفازی، یک معموعه -فازی ییا معموعه 2-فازی نوع ییک معموعه نتد؛ به عبارتی دیگر، گویمی( Type 2) 2-فتازی نوع 

 .باشدهای فازی میعضویت فازی است که دارای درجه
 

 فازیهای کلاسیک و عملیات در مجموعه

 گیریم(:ی جهانی در ن ر میرا معموعه 𝑋های کلاسیک و فازی در زیر آمدی است )تعاریف و عملیاج مختلف در معموعه

�̅� = {𝑥 | 𝑥 ∉ 𝐴 , 𝑥 ∈ 𝑋}          ,          �̅̃� = {𝑥 | 𝜇�̅̃�(𝑥) = 1 − 𝜇�̃�(𝑥) 
 

𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴   𝑜𝑟   𝑥 ∈ 𝐵}          ,          �̃� ∪ �̃� = {𝑥 | 𝜇�̃�∪�̃�(𝑥) = max[(𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] } 
 

𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴   𝑎𝑛𝑑   𝑥 ∈ 𝐵}          ,          �̃� ∩ �̃� = {𝑥 | 𝜇�̃�∩�̃�(𝑥) = min[(𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] } 
 

𝐴 − 𝐵 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴   𝑎𝑛𝑑   𝑥 ∉ 𝐵}      ,      �̃� − �̃� = {𝑥 | 𝜇�̃�−�̃�(𝑥) = min[(𝜇�̃�(𝑥), 1 − 𝜇�̃�(𝑥)] } 
 

�̃� − �̃� = �̃� ∩ �̅̃� = {𝑥 | 𝜇�̃�−�̃�(𝑥) = 𝜇�̃�∩�̅̃�(𝑥) = min[(𝜇�̃�(𝑥), 1 − 𝜇�̃�(𝑥)] } 
 

𝐴 ⊆ 𝐵 = {𝑥 | 𝑖𝑓   𝑥 ∈ 𝐴   𝑡ℎ𝑒𝑛   𝑥 ∈ 𝐵}          ,          �̃� ⊆ �̃� = {𝑥 | 𝜇�̃�(𝑥) ≤ 𝜇�̃�(𝑥)} 
 

𝑖𝑓(𝐴 ⊆ 𝐵  𝑎𝑛𝑑  𝐵 ⊆ 𝐴) ⟹ 𝐴 = 𝐵     ,     �̃� = �̃� = {𝑥 | 𝜇�̃�(𝑥) ≤ 𝜇�̃�(𝑥)  𝑎𝑛𝑑  𝜇�̃�(𝑥) ≤ 𝜇�̃�(𝑥)} 
 

�̃� = �̃� = {𝑥 | 𝜇�̃�(𝑥) = 𝜇�̃�(𝑥)} 
 

𝑋ی جهانی اگر معموعته  مثال: = 𝐶های کلاستتتیک و معموعه ، {1,2,3,4} = 𝐷و  {1,2} = های ، و معموعه {2,3}

�̃�فازی  = {
0.2

1
 ,
0.7

2
�̃�و  { = {

0.5

2
 ,
1

3
�̃�و  { = {

0.3

1
 ,
0.8

2
,
0.2

3
�̃�و  { = {

0.1

1
 ,
0.9

2
,
1

4
گای با توجه به تعاریف ، آندنباش {

 و عملیاج فوق داریم:

𝐶̅ = {3,4} 
 

�̅� = {1,4} 
 

𝐶 ∪ 𝐷 = {1,2,3} 
 

𝐶 ∩ 𝐷 = {2} 
 

𝐶 − 𝐷 = {1} 
 

�̅̃� = {
0.8

1
 ,
0.3

2
,
1

3
,
1

4
} 

 

�̅̃� = {
1

1
 ,
0.5

2
,
1

4
} 

 

�̃� ∪ �̃� = {
0.2

1
 ,
0.7

2
,
1

3
} 

 

�̃� ∩ �̃� = { 
0.5

2
} 
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�̃� − �̃� = �̃� ∩ �̅̃� = {
0.2

1
,
0.5

2
} 

 

�̃� ⊆ �̃� (صحیح است) 
 

�̃� ⊆ �̃� (غلط است) 
 

 وقتی به صورج پیوسته باشند. �̃�و  𝐴های فازی رسم معموعه مثال:

 

 

 

 

 
 

 های کلاسیک و فازیخواص مجموعه

 :کملم کملِخاصیت م -1

�̅̅� = 𝐴          ,          �̅̃�
̅
= �̃� (برقرار است) 

�̅̃�
̅
= {𝑥 | 𝜇

�̅̃�
̅(𝑥) = 1 − 𝜇�̅̃�(𝑥) = 1 − (1 − 𝜇�̃�(𝑥)) = 𝜇�̃�(𝑥)} = 𝐴 

 

 خاصیت جابجایی اجتماع: -2

𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐵 ∪ 𝐴          ,          �̃� ∪ �̃� = �̃� ∪ �̃� (برقرار است) 

�̃� ∪ �̃� = {𝑥 | 𝜇�̃�∪�̃�(𝑥) = max[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] = max [𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] = 𝜇�̃�∪�̃�(𝑥)} = �̃� ∪ �̃� 
 

 خاصیت جابجایی اشتراک: -3

𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐴          ,          �̃� ∩ �̃� = �̃� ∩ �̃� (برقرار است) 

�̃� ∩ �̃� = {𝑥 | 𝜇�̃�∩�̃�(𝑥) = min[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] = min [𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] = 𝜇�̃�∩�̃�(𝑥)} = �̃� ∩ �̃� 
 

 پذیری اجتماع:خاصیت شرکت -4

𝐴 ∪ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∪ 𝐶          ,          �̃� ∪ (�̃� ∪ �̃�) = (�̃� ∪ �̃�) ∪ �̃� (برقرار است) 

�̃� ∪ (�̃� ∪ �̃�) = {𝑥 | 𝜇�̃�∪(�̃�∪𝐶)(𝑥) = max[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇(�̃�∪�̃�)(𝑥)]

= max[𝜇�̃�(𝑥),max[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇𝐶(𝑥)]] = max[max [𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] , 𝜇𝐶(𝑥)]
= max [𝜇�̃�∪�̃�(𝑥), 𝜇𝐶(𝑥)} = 𝜇(�̃�∪�̃�)∪𝐶(𝑥)} = (�̃� ∪ �̃�) ∪ �̃� 

 

 اشتراک: پذیریشرکتخاصیت  -5

𝐴 ∩ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∩ 𝐶          ,          �̃� ∩ (�̃� ∩ �̃�) = (�̃� ∩ �̃�) ∩ �̃� (برقرار است) 

�̃� ∩ (�̃� ∩ �̃�) = {𝑥 | 𝜇�̃�∩(�̃�∩𝐶)(𝑥) = min[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇(�̃�∩𝐶)(𝑥)]

= min[𝜇�̃�(𝑥),min[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇𝐶(𝑥)]] = min[min [𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] , 𝜇𝐶(𝑥)]
= min [𝜇�̃�∩�̃�(𝑥), 𝜇𝐶(𝑥)} = 𝜇(�̃�∩�̃�)∩𝐶(𝑥)} = (�̃� ∩ �̃�) ∩ �̃� 

 

0 

1 

�̃� 

�̅̃� 

𝑥 

𝜇�̃�(𝑥) 
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 اشتراک: درپذیری )پخشی( اجتماع خاصیت توزیع -6

𝐴 ∪ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∩ (𝐴 ∪ 𝐶)          ,          �̃� ∪ (�̃� ∩ �̃�) = (�̃� ∪ �̃�) ∩ (�̃� ∪ �̃�) (برقرار است) 

�̃� ∪ (�̃� ∩ �̃�) = {𝑥 | 𝜇�̃�∪(�̃�∩𝐶)(𝑥) = max [𝜇�̃�(𝑥), 𝜇(�̃�∩𝐶)(𝑥)]

= max[𝜇�̃�(𝑥),min[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇𝐶(𝑥)]]
= min[max [𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] , max [𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] = min [𝜇�̃�∪�̃�(𝑥), 𝜇�̃�∪𝐶(𝑥)]
= 𝜇(�̃�∪�̃�)∩(�̃�∪�̃�)(𝑥)} = (�̃� ∪ �̃�) ∩ (�̃� ∪ �̃�) 

 

 پذیری )پخشی( اشتراک در اجتماع:خاصیت توزیع -7

𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶)          ,          �̃� ∩ (�̃� ∪ �̃�) = (�̃� ∩ �̃�) ∪ (�̃� ∩ �̃�) (برقرار است) 

�̃� ∩ (�̃� ∪ �̃�) = {𝑥 | 𝜇�̃�∩(�̃�∪𝐶)(𝑥) = min [𝜇�̃�(𝑥), 𝜇(�̃�∪𝐶)(𝑥)]

= min[𝜇�̃�(𝑥),max[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇𝐶(𝑥)]]
= max[min [𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] , min [𝜇�̃�(𝑥), 𝜇𝐶(𝑥)] = max [𝜇�̃�∩�̃�(𝑥), 𝜇�̃�∩𝐶(𝑥)]
= 𝜇(�̃�∩�̃�)∪(�̃�∩�̃�)(𝑥)} = (�̃� ∩ �̃�) ∪ (�̃� ∩ �̃�) 

 

 :اجتماع خاصیت خودتوانی -8

𝐴 ∪ 𝐴 = 𝐴          ,          �̃� ∪ �̃� = �̃� (برقرار است) 

�̃� ∪ �̃� = {𝑥 | 𝜇�̃�∪�̃�(𝑥) = max[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] = 𝜇�̃�(𝑥)} = �̃� 
 

 اشتراک:خاصیت خودتوانی  -9

𝐴 ∩ 𝐴 = 𝐴          ,          �̃� ∩ �̃� = �̃� (برقرار است) 

�̃� ∩ �̃� = {𝑥 | 𝜇�̃�∩�̃�(𝑥) = min[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] = 𝜇�̃�(𝑥)} = �̃� 
 

 خاصیت جذب اجتماع در اشتراک: -11

𝐴 ∪ (𝐴 ∩ 𝐵) = 𝐴          ,          �̃� ∪ (�̃� ∩ �̃�) = �̃� (برقرار است) 

�̃� ∪ (�̃� ∩ �̃�) = {𝑥 | 𝜇�̃�∪(�̃�∩�̃�)(𝑥) = max[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇(�̃�∩�̃�)(𝑥)]

= max[𝜇�̃�(𝑥),min[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)]] = {
𝜇�̃�(𝑥) = �̃�          𝑖𝑓(𝜇�̃�(𝑥) > 𝜇�̃�(𝑥)) }

𝜇�̃�(𝑥) = �̃�          𝑖𝑓(𝜇�̃�(𝑥) < 𝜇�̃�(𝑥)) }
 

 

 خاصیت جذب اشتراک در اجتماع: -11

𝐴 ∩ (𝐴 ∪ 𝐵) = 𝐴          ,          �̃� ∩ (�̃� ∪ �̃�) = �̃� (برقرار است) 

�̃� ∩ (�̃� ∪ �̃�) = {𝑥 | 𝜇�̃�∩(�̃�∪�̃�)(𝑥) = min[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇(�̃�∪�̃�)(𝑥)]

= min[𝜇�̃�(𝑥),max[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)]] = {
𝜇�̃�(𝑥) = �̃�             𝑖𝑓(𝜇�̃�(𝑥) > 𝜇�̃�(𝑥)) }

𝜇�̃�(𝑥) = �̃�             𝑖𝑓(𝜇�̃�(𝑥) < 𝜇�̃�(𝑥)) }
 

 

 ی جهانی:با مجموعهاجتماع  جذبخاصیت  -11

𝐴 ∪ 𝑈 = 𝑈          ,          �̃� ∪ �̃� = �̃� (برقرار است) 

�̃� ∪ �̃� = {𝑥 | 𝜇�̃�∪�̃�(𝑥) = max[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇𝑈(𝑥)] = 𝜇𝑈(𝑥)} = �̃� 
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 ی جهانی:مجموعهاشتراک با جذب خاصیت  -12

𝐴 ∩ 𝑈 = 𝐴          ,          �̃� ∩ �̃� = �̃� (برقرار است) 

�̃� ∩ �̃� = {𝑥 | 𝜇�̃�∩�̃�(𝑥) = min[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇𝑈(𝑥)] = 𝜇�̃�(𝑥)} = �̃� 
 

 ی تهی:اجتماع با مجموعه جذب خاصیت -13

𝐴 ∪ 𝜙 = 𝐴          ,          �̃� ∪ 𝜙 = �̃� (برقرار است) 

�̃� ∪ 𝜙 = {𝑥 | 𝜇�̃�∪𝜙(𝑥) = max[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇𝜙(𝑥)] = 𝜇�̃�(𝑥)} = �̃� 
 

 :تهیی اشتراک با مجموعه جذب خاصیت -14

𝐴 ∩ 𝜙 = 𝜙          ,          �̃� ∩ 𝜙 = 𝜙 (برقرار است) 

�̃� ∩ 𝜙 = {𝑥 | 𝜇�̃�∩𝜙(𝑥) = min[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇𝜙(𝑥)] = 𝜇𝜙(𝑥)} = 𝜙 
 

 مکمل:اجتماع با قانون  -15

𝐴 ∪ �̅� = 𝑈          ,          �̃� ∪ �̅̃� ≠ �̃� (برقرار نیست) 

�̃� ∪ �̅̃� = {𝑥 | 𝜇�̃�∪�̅̃�(𝑥) = max[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̅̃�(𝑥)] = max[𝜇�̃�(𝑥), 1 − 𝜇�̃�(𝑥)]} ≠ �̃� 
 

 تناقض:قانون  -16

𝐴 ∩ �̅� = 𝜙          ,          �̃� ∩ �̅̃� ≠ 𝜙 (برقرار نیست) 

�̃� ∩ �̅̃� = {𝑥 | 𝜇�̃�∩�̅̃�(𝑥) = min[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̅̃�(𝑥)] = min[𝜇�̃�(𝑥), 1 − 𝜇�̃�(𝑥)]} ≠ 𝜙 
 

 خاصیت قانون دمورگان )اجتماع به اشتراک(: -17

𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = �̅� ∩ �̅�          ,         �̃� ∪ �̃�̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = �̅̃� ∩ �̅̃� (برقرار است) 

�̃� ∪ �̃�̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = {𝑥 | 𝜇�̃�∪�̃�̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑥) = 1 − 𝜇�̃�∪�̃�(𝑥) = 1 −max[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] =

= {
1 − 𝜇�̃�(𝑥)          𝑖𝑓(𝜇�̃�(𝑥) > 𝜇�̃�(𝑥)) } ①

1 − 𝜇�̃�(𝑥)          𝑖𝑓(𝜇�̃�(𝑥) < 𝜇�̃�(𝑥)) } ②
 

�̅̃� ∩ �̅̃� = {𝑥 | 𝜇�̅̃�∩�̅̃�(𝑥) = min[𝜇�̅̃�(𝑥), 𝜇�̅̃�(𝑥)] = min[1 − 𝜇�̃�(𝑥), 1 − 𝜇�̃�(𝑥)]

= {
1 − 𝜇�̃�(𝑥)          𝑖𝑓(1 − 𝜇�̃�(𝑥) < 1 − 𝜇�̃�(𝑥))

1 − 𝜇�̃�(𝑥)          𝑖𝑓(1 − 𝜇�̃�(𝑥) > 1 − 𝜇�̃�(𝑥))

= {
1 − 𝜇�̃�(𝑥)          𝑖𝑓(𝜇�̃�(𝑥) > 𝜇�̃�(𝑥)) } ①

1 − 𝜇�̃�(𝑥)          𝑖𝑓(𝜇�̃�(𝑥) < 𝜇�̃�(𝑥)) } ②
 

 

 خاصیت قانون دمورگان )اشتراک به اجتماع(: -18

𝐴 ∩ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = �̅� ∪ �̅�          ,         �̃� ∩ �̃�̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = �̅̃� ∪ �̅̃� (برقرار است) 

�̃� ∩ �̃�̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = {𝑥 | 𝜇�̃�∩�̃�̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑥) = 1 − 𝜇�̃�∩�̃�(𝑥) = 1 −min[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] =

= {
1 − 𝜇�̃�(𝑥)          𝑖𝑓(𝜇�̃�(𝑥) > 𝜇�̃�(𝑥)) } ①

1 − 𝜇�̃�(𝑥)          𝑖𝑓(𝜇�̃�(𝑥) < 𝜇�̃�(𝑥)) } ②
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�̅̃� ∪ �̅̃� = {𝑥 | 𝜇�̅̃�∪�̅̃�(𝑥) = max[𝜇�̅̃�(𝑥), 𝜇�̅̃�(𝑥)] = max[1 − 𝜇�̃�(𝑥), 1 − 𝜇�̃�(𝑥)]

= {
1 − 𝜇�̃�(𝑥)          𝑖𝑓(1 − 𝜇�̃�(𝑥) < 1 − 𝜇�̃�(𝑥))

1 − 𝜇�̃�(𝑥)          𝑖𝑓(1 − 𝜇�̃�(𝑥) > 1 − 𝜇�̃�(𝑥))

= {
1 − 𝜇�̃�(𝑥)          𝑖𝑓(𝜇�̃�(𝑥) > 𝜇�̃�(𝑥)) } ①

1 − 𝜇�̃�(𝑥)          𝑖𝑓(𝜇�̃�(𝑥) < 𝜇�̃�(𝑥)) } ②
 

 

 های فازیاجتماع مجموعه

ه آید که در شکل زیر بی فازی با به کارگیری عملگر حداکلر به صورج زیر بدست میتابر عضویت اجتماع دو معموعه

𝜇�̃�∪�̃�(𝑥)                                                                                  تصویر کشیدی شدی است. = max[(𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] 

 

 

 

 

 
 

 های فازیاشتراک مجموعه

آید که در شکل زیر به حداقل به صورج زیر بدست میی فازی با بکارگیری عملگر تابر عضتویت اشتراک دو معموعه 

𝜇�̃�∩�̃�(𝑥)                                                                                  تصویر کشیدی شدی است. = min[(𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] 

 

 

 

 

 
 

 (Supply Set) ی فازیمجموعهی پشتیبانِ یک مجموعه

ی فازی ای از عناصر معموعهی کلاسیک است که زیرمعموعهی فازی، یک معموعهی پشتتیبان هر معموعه معموعه

 .باشدشود و نمایش شماتیک آن به شکل زیر میبا تابر عضویت )درجه عضویت( ملبت است و به صورج زیر تعریف می

𝑆𝑢𝑝𝑝(�̃�) = {𝑥 | 𝜇�̃�(𝑥) > 0} 
 

 

 

 

 

 

0 

1 
�̃� �̃� 

�̃� ∪ �̃� 

0 

1 �̃� �̃� 

�̃� ∩ �̃� 

0 

1 �̃� 

𝑆𝑢𝑝𝑝(�̃�) 

𝜇�̃�(𝑥) 

𝑥 

𝑥 

𝜇�̃�(𝑥) 

𝑥 

𝜇�̃�(𝑥) 
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 (Core Set) ی فازیی یک مجموعهی هستهمجموعه

ی فازی با ای از عناصر معموعهی کلاسیک است که زیرمعموعهی فازی، یک معموعهی هر معموعهی هستهمعموعه

 باشد.شود و نمایش شماتیک آن به شکل زیر میبه صورج زیر تعریف میباشد و تابر عضویت )درجه عضویت( یک می

𝐶𝑜𝑟𝑒(�̃�) = {𝑥 | 𝜇�̃�(𝑥) = 1} 
 

 

 

 

 

 

 های فازی( در مجموعهα-Cutبرش آلفا )

ی فازی با تابر ای از عناصتتر معموعهی کلاستتیک استتت که زیرمعموعه ی فازی، یک معموعهبرش آلها در معموعه

 شود.نشان دادی می 𝐴𝛼باشد و به صورج می αتر یا مساوی عضویت )درجه عضویت( بزرگ
𝐴𝛼 = {𝑥 | 𝜇�̃�(𝑥) ≥ 𝛼} 

 

ها ، به آن برش قویِ آلتعیین شوند αتر از ی عناصر با تابر عضویت )درجه عضویت( بزرگاگر در برش آلها، زیرمعموعه

 شود.نشان دادی می +𝐴𝛼یا  𝐴′𝛼گهته شدی و به صورج 

𝐴′𝛼 = 𝐴𝛼+ = {𝑥 | 𝜇�̃�(𝑥) > 𝛼} 
 

 

 

 

 

 

𝑋ی جهانی روی معموعه �̃�ی فازی فرض کنید معموعه مثال: =  :به صورج زیر تعریف شود {1,2,3,4}

�̃� = {
0.2

1
,
0.5

2
,
0.8

3
,
0

4
} 

 های کلاسیک تبدیل شود، مانند:تواند به معموعهمی αی فازی، با برش مقادیر مختلف این معموعه
𝐴0 = {1,2,3,4} 

 

𝐴0+ = 𝐴
′
0 = {1,2,3} 

 

𝐴0.3 = {2,3} 
 

𝐴0.9 = {𝜙} 
 

𝐴1 = {𝜙} 
 

𝐴′0 نکته: = 𝐴0+ = 𝑆𝑢𝑝𝑝(�̃�) 

0 

1 
�̃� 

𝐶𝑜𝑟𝑒(�̃�) 

0 

1 
�̃� 

𝐴𝛼 

α 

𝑥 

𝜇�̃�(𝑥) 

𝑥 

𝜇�̃�(𝑥) 
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𝐴1 نکته: = 𝐶𝑜𝑟𝑒(�̃�) 
 

 بر روی عملیات استاندارد αخواص برش 

1.  (�̃� ∪ �̃�)
𝛼
= 𝐴𝛼 ∪ 𝐵𝛼 

 

2.  (�̃� ∩ �̃�)
𝛼
= 𝐴𝛼 ∩ 𝐵𝛼          ,          �̅̃�𝛼 ≠ �̅�𝛼 ∶  𝛼 =  به غیر از مقدار 0.5

ی است. با این عمل، معموعه 𝐴𝛼ی در تابر عضویت )درجه عضویت( عناصر معموعه 𝛼، ضترب مقدار   �̃�𝛼من ور از 

 است. 𝛼شود که تابر عضویت )درجه عضویت( عناصر آن، صهر یا می �̃�𝛼ی فازی تبدیل به معموعه 𝐴𝛼کلاسیک 
 

𝛼1با فرض  [0,1]ی در بازی 𝛼2و  𝛼1و دو مقدار  �̃�ی فازی . برای معموعه3 < 𝛼2  برقرار است: زیرخواص 
3.1.   𝐴𝛼2 ⊆ 𝐴𝛼1  

 

3.2.   𝐴𝛼1 ∩ 𝐴𝛼2 = 𝐴𝛼2 
 

3.3.   𝐴𝛼1 ∪ 𝐴𝛼2 = 𝐴𝛼1  
 

 

 

 

 

 

 
 

 های فازیی مجموعهاصل تجزیه

شود که به آن است که به صورج زیر نمایش دادی می αهای های فازی، استهادی از برشیک رای دیگر نمایش معموعه

 شود.نیز گهته می های فازیی معموعهاصل تعزیهآن، 

�̃� = ⋃𝛼𝐴𝛼    ,     𝛼 ∈ [0,1] 
 

ی است. با این عمل، معموعه 𝐴𝛼ی در تابر عضویت )درجه عضویت( عناصر معموعه 𝛼، ضرب مقدار  𝛼𝐴𝛼من ور از 

 �̃�𝛼است که با  𝛼شتود که تابر عضویت )درجه عضویت( عناصر آن، صهر یا  ی فازی میتبدیل به یک معموعه 𝐴𝛼کلاستیک  

بدست  �̃�ی فازی بین صتهر و یک، معموعه  𝛼به ازای تمام مقادیر  �̃�𝛼های فازی شتود. لذا با اجتماع معموعه نشتان دادی می 

 آید.می
 

 ی فازی محدبمجموعه

 خط راستِگردد که پاریاطلاق میای معموعه به (Convex set) کوژ یا محدب یمعموعه، فضتای اقلیدسی  در یک

 .دلخوای درون آن، خود به طور کامل در داخل معموعه باقی بماند یواصل هر دو نقطه

 

 

0 

1 
�̃� 

𝐴𝛼1 

α
1
 

 α
2
 

𝐴𝛼2 
𝑥 

𝜇�̃�(𝑥) 

http://fa.wikipedia.org/w/index.php?title=%D9%81%D8%B6%D8%A7%DB%8C_%D8%A7%D9%82%D9%84%DB%8C%D8%AF%D8%B3%DB%8C&action=edit&redlink=1&preload=%D8%A7%D9%84%DA%AF%D9%88:%D8%A7%DB%8C%D8%AC%D8%A7%D8%AF+%D9%85%D9%82%D8%A7%D9%84%D9%87/%D8%A7%D8%B3%D8%AA%D8%AE%D9%88%D8%A7%D9%86%E2%80%8C%D8%A8%D9%86%D8%AF%DB%8C&editintro=%D8%A7%D9%84%DA%AF%D9%88:%D8%A7%DB%8C%D8%AC%D8%A7%D8%AF+%D9%85%D9%82%D8%A7%D9%84%D9%87/%D8%A7%D8%AF%DB%8C%D8%AA%E2%80%8C%D9%86%D9%88%D8%AA%DB%8C%D8%B3&summary=%D8%A7%DB%8C%D8%AC%D8%A7%D8%AF+%DB%8C%DA%A9+%D9%85%D9%82%D8%A7%D9%84%D9%87+%D9%86%D9%88+%D8%A7%D8%B2+%D8%B7%D8%B1%DB%8C%D9%82+%D8%A7%DB%8C%D8%AC%D8%A7%D8%AF%DA%AF%D8%B1&nosummary=&prefix=&minor=&create=%D8%AF%D8%B1%D8%B3%D8%AA+%DA%A9%D8%B1%D8%AF%D9%86+%D9%85%D9%82%D8%A7%D9%84%D9%87+%D8%AC%D8%AF%DB%8C%D8%AF
http://fa.wikipedia.org/w/index.php?title=%D9%81%D8%B6%D8%A7%DB%8C_%D8%A7%D9%82%D9%84%DB%8C%D8%AF%D8%B3%DB%8C&action=edit&redlink=1&preload=%D8%A7%D9%84%DA%AF%D9%88:%D8%A7%DB%8C%D8%AC%D8%A7%D8%AF+%D9%85%D9%82%D8%A7%D9%84%D9%87/%D8%A7%D8%B3%D8%AA%D8%AE%D9%88%D8%A7%D9%86%E2%80%8C%D8%A8%D9%86%D8%AF%DB%8C&editintro=%D8%A7%D9%84%DA%AF%D9%88:%D8%A7%DB%8C%D8%AC%D8%A7%D8%AF+%D9%85%D9%82%D8%A7%D9%84%D9%87/%D8%A7%D8%AF%DB%8C%D8%AA%E2%80%8C%D9%86%D9%88%D8%AA%DB%8C%D8%B3&summary=%D8%A7%DB%8C%D8%AC%D8%A7%D8%AF+%DB%8C%DA%A9+%D9%85%D9%82%D8%A7%D9%84%D9%87+%D9%86%D9%88+%D8%A7%D8%B2+%D8%B7%D8%B1%DB%8C%D9%82+%D8%A7%DB%8C%D8%AC%D8%A7%D8%AF%DA%AF%D8%B1&nosummary=&prefix=&minor=&create=%D8%AF%D8%B1%D8%B3%D8%AA+%DA%A9%D8%B1%D8%AF%D9%86+%D9%85%D9%82%D8%A7%D9%84%D9%87+%D8%AC%D8%AF%DB%8C%D8%AF
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 محدب است، اگر داشته باشیم: �̃�ی فازی معموعه

𝜇
�̃�
(𝜆𝑥1 + (1 − 𝜆)𝑥2) ≥ min[𝜇�̃�(𝑥1), 𝜇�̃�(𝑥2)] 

 

𝜆 ی فازی عددی بین صتتهر و یک استتت. به عبارج دیگر معموعه�̃� های محدب استتت، اگر تمام برشα  آن معموعه

 محدب باشند.

محدب است، اگر برای هر  �̃�ی فازی های فازی محدب وجود دارد، به طوری که معموعهتعریف دیگری برای معموعه

 ی زیر برقرار باشد:رابطه 𝑥3و  𝑥1  ،𝑥2عنصر 

𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3⟹ 𝜇
�̃�
(𝑥2) ≥ min[𝜇�̃�(𝑥1), 𝜇�̃�(𝑥3)] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 ی فازی محدب خواهد بود.ی فازی محدب، یک معموعهاشتراک چند معموعه خاصیت عمومی:
 

 ی فازیارتفاع مجموعه

 ی فازی، برابر با حداکلر تابر عضویت )درجه عضویت( عناصر آن معموعه است. به عبارج دیگر:ارتهاع یک معموعه

ℎ(�̃�) = max (𝜇�̃�(𝑥)) 
 

 

 ی غیرمحدبمعموعه

 ی غیرمحدبمعموعه

 ی محدبمعموعه

0 

1 
�̃� 

 محدب فازی یمعموعه

𝑥1 𝑥2 𝑥3 

0 

1 
�̃� 

 محدبغیر فازی یمعموعه

𝑥1 𝑥2 𝑥3 

𝑥 𝑥 
𝑥 

𝑦 

𝑦 

𝑦 

𝜇�̃�(𝑥) 

𝜇�̃�(𝑥) 

𝑥 

𝑥 
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 ی فازی نرمالمجموعه

ی فازی زیر نرمال است. صورج، معموعهاگر ارتهاع آن برابر با یک باشتد؛ در غیر این  نرمال استت،  �̃�ی فازی معموعه

ℎ(�̃�)                                                                ی فازی نرمال به تصویر کشیدی شدی است.در شکل زیر یک معموعه = 1 

 

 

 

 

 
 

 ی فازیکاردینالیتی یک مجموعه

 شود:، کاردینالیتی آن به صورج زیر تعریف می �̃�ی فازی متناهی برای یک معموعه

|�̃�| = ∑𝜇�̃�(𝑥)

𝑥∈𝑋

 

 

�̃�ی فازی کاردینالیتی معموعه مثال: = {
0.5

1
,
0.2

2
,
0.4

3
 را حساب کنید. {

|�̃�| = ∑𝜇�̃�(𝑥)

𝑥∈𝑋

= 0.5 + 0.2 + 0.4 = 1.1 

 

 ی فازیمجموعهکاردینالیتی نسبی یک 

 گویند.، نسبت کاردینالیتی به تعداد اعضای معموعه را کاردینالیتی نسبی می �̃�ی فازی متناهی برای یک معموعه

‖�̃�‖ =
|�̃�|

|𝑋|
=
∑𝜇�̃�(𝑥)

|𝑋|
 

 

�̃�ی فازی معموعهنسبی کاردینالیتی  مثال: = {
0.5

1
,
0.2

2
,
0.4

3
 را حساب کنید. {

|�̃�| = ∑𝜇�̃�(𝑥)

𝑥∈𝑋

= 0.5 + 0.2 + 0.4 = 1.1 

 

‖�̃�‖ =
|�̃�|

|𝑋|
=
1.1

3
≈ 0.37 

 

 های فازیبر روی مجموعه هااجتماع

به صتتتورج زیر تعریف قبلاً ی فازی خواهد بود که ی فازی، یک معموعهاجتماع دو معموعه های فازی:اجتماع مجموعه -1

 :کردیم

�̃� = �̃� ∪ �̃� = {(𝑥, 𝜇�̃�∪�̃�(𝑥)) | 𝜇�̃�∪�̃�(𝑥) = max [𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)]}  
 

زیر صتتتورج ی فازی خواهد بود که به ی فازی، یک معموعهجمر جبری دو معموعته  :های فازیجمع جبری مجموعه -2

 :شودیف میرتع

�̃� = �̃� + �̃� = {(𝑥, 𝜇�̃�+�̃�(𝑥)) | 𝜇�̃�+�̃�(𝑥) = 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥) − 𝜇�̃�(𝑥). 𝜇�̃�(𝑥)}  

0 

1 �̃� 

 ارتهاع برابر با یک است

𝜇�̃�(𝑥) 

𝑥 
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های فازی که در معموعهرسد، در حالیهای کلاسیک، جمر جبری و اجتماع دو معموعه به یک جواب میدر معموعه

 نیست. طوراین
 

𝐴های کلاسیک برای معموعه مثال: = 𝐵و  {3,4} =  داریم: {2,3}

𝐴 + 𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐵 = {2,3,4} 
 

�̃�های فازی برای معموعه مثال: = {
0.2

1
,
0.3

2
�̃�و  { = {

0.8

1
,
0.6

2
 داریم: {

�̃� + �̃� = {
0.84

1
,
0.72

2
} 

 

�̃� ∪ �̃� = {
0.8

1
,
0.6

2
} 

 

�̃� + �̃� ≠ �̃� ∪ �̃� 
 

به صورج زیر ی فازی خواهد بود که ی فازی، یک معموعهدار دو معموعهجمر کران های فازی:دار مجموعهجمع کران -3

 شود:تعریف می

�̃� = �̃�⨁�̃� = {(𝑥, 𝜇�̃�⨁�̃�(𝑥)) | 𝜇�̃�⨁�̃�(𝑥) = min[1, 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥)]} 

های که در معموعهرستتد، در حالی و اجتماع دو معموعه به یک جواب می دارکرانهای کلاستتیک، جمر در معموعه

 طور نیست.فازی این
 

𝐴های کلاسیک برای معموعه مثال: = 𝐵و  {3,4} =  داریم: {2,3}

𝐴⨁𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐵 = {2,3,4} 
 

�̃�های فازی برای معموعه مثال: = {
0.2

1
,
0.3

2
�̃�و  { = {

0.8

1
,
0.6

2
 داریم: {

�̃�⨁�̃� = {
1

1
,
0.9

2
} 

 

�̃� ∪ �̃� = {
0.8

1
,
0.6

2
} 

 

�̃�⨁�̃� ≠ �̃� ∪ �̃� 
 

ی فازی ی فازی، یک معموعهدو معموعه درستتتتیکجمر  های فازی:مجموعه (Drastic Sumستتتی) )رَدِجمع  -4

 شود:خواهد بود که به صورج زیر تعریف می

�̃� = �̃�⨃�̃� = {(𝑥, 𝜇�̃�⨃�̃�) | 𝜇�̃�⨃�̃�(𝑥) = {

𝜇�̃�(𝑥)          𝑖𝑓 𝜇�̃�(𝑥) = 0                                    

𝜇�̃�(𝑥)          𝑖𝑓 𝜇�̃�(𝑥) = 0     } ( بینانهخوش (دیدگای 

1                        𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒                                   

 

های که در معموعهرسد، در حالیو اجتماع دو معموعه به یک جواب می درستتیک های کلاستیک، جمر  در معموعه

 طور نیست.فازی این
 

𝐴های کلاسیک برای معموعه مثال: = 𝐵و  {3,4} =  داریم: {2,3}

𝐴⨃𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐵 = {2,3,4} 
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�̃�های فازی برای معموعه مثال: = {
0.2

1
,
0.3

2
�̃�و  { = {

0.8

1
,
0.6

2
 داریم: {

�̃�⨃�̃� = {
1

1
,
1

2
} 

 

�̃� ∪ �̃� = {
0.8

1
,
0.6

2
} 

 

�̃�⨃�̃� ≠ �̃� ∪ �̃� 
 

 رسم کنید. �̃�و  �̃�ی فازی دار و جمر درستیک را برای دو معموعهاجتماع، جمر کران مثال:

 

 

 

 

 
 

𝜇فرض کنیم  :مثال
�̃�
=  دار و جمر درستیک را رسم کنید.. اجتماع، جمر جبری، جمر کرانباشد 0.5

 

 

 

 

 

 

 

 
 

s-norms:  به فرم ملللی ،های فازیاجتماع معموعهعملگرهای s-norms :معروف هستند 

(𝑠 − 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑠 قانون)     �̃� ∪ �̃� ≤ 𝑠(�̃�, �̃�) ≤ �̃�⨃�̃� 
 

 باشند.هارمونیک در ریاضی میهای حسابی، هندسی و ، همانند میانگینs-normفرم ملللی  نکته:
 

 حساب کنید. 6و  5و  4 ی حسابی، هندسی و هارمونیک را برای اعدادهامیانگین مثال:

(فرمول میانگین حسابی) ∶  
𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛

𝑛
     ,     

4 + 5 + 6

3
= 5 

 

(فرمول میانگین هندسی) ∶  √𝑎1 × 𝑎2 ×…× 𝑎𝑛
𝑛      ,     √4 × 5 × 6

3
≈ 4.93 

 

(فرمول میانگین هارمونیک) ∶  
1

1
𝑎1
+
1
𝑎2
+⋯+

1
𝑎𝑛

     ,     
1

1
4
+
1
5
+
1
6

≈ 1.62 

0 

1 
�̃� �̃� 

�̃� ∪ �̃� �̃�⨁�̃� �̃�⨃�̃� 

0 

1 

𝜇�̃� 1 0.5 

0.5 

(�̃�⨃�̃�) جمر درستیک 

(�̃� ∪ �̃�) اجتماع 

(�̃�⨁�̃�) دارکران  جمر 

(�̃� + �̃�) جمر جبری 
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 های فازیها بر روی مجموعهشتراکا

ی فازی خواهد بود که قبلاً به صورج زیر تعریف ی فازی، یک معموعهدو معموعه شتراکا های فازی:مجموعه شتراکا -1

 کردیم:

�̃� = �̃� ∩ �̃� = {(𝑥, 𝜇�̃�∩�̃�(𝑥)) | 𝜇�̃�∩�̃�(𝑥) = min[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)]}  
 

ی فازی خواهد بود که به صورج زیر ی فازی، یک معموعهجبری دو معموعه ضترب  های فازی:جبری مجموعه ضترب  -2

 شود:تعریف می

�̃� = �̃�. �̃� = {(𝑥, 𝜇�̃�.�̃�(𝑥)) | 𝜇�̃�.�̃�(𝑥) = 𝜇�̃�(𝑥). 𝜇�̃�(𝑥)}  
 

�̃�های فازی برای معموعه مثال: = {
0.4

1
,
0.6

2
,
0.2

3
�̃�و  { = {

0.8

1
,
0.2

2
,
0.7

3
 داریم: {

�̃�. �̃� = {
0.32

1
,
0.12

2
,
0.14

3
} 

 

�̃� ∩ �̃� = {
0.4

1
,
0.2

2
,
0.2

3
} 

 

�̃�. �̃� ≠ �̃� ∩ �̃� 
 

ی فازی خواهد بود که به صورج ی فازی، یک معموعهدار دو معموعهکران تهاضل های فازی:دار مجموعهکران تفاضل -3

 شود:زیر تعریف می

�̃� = �̃�⨀�̃� = {(𝑥, 𝜇�̃�⨀�̃�(𝑥)) | 𝜇�̃�⨀�̃�(𝑥) = max[0, 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥) − 1]} 
 

�̃�های فازی برای معموعه مثال: = {
0.4

1
,
0.6

2
,
0.2

3
�̃�و  { = {

0.8

1
,
0.2

2
,
0.7

3
 داریم: {

�̃�⨀�̃� = {
0.2

1
,
0

2
,
0

3
} 

 

�̃� ∩ �̃� = {
0.4

1
,
0.2

2
,
0.2

3
} 

 

�̃�⨀�̃� ≠ �̃� ∩ �̃� 
 

ی فازی ی فازی، یک معموعهدرستیک دو معموعه ضرب های فازی:( مجموعهDrastic Productستی) )رَدِ ضرب -4

 شود:خواهد بود که به صورج زیر تعریف می

�̃� = �̃� ⩀ �̃� = {(𝑥, 𝜇�̃�⩀�̃�) | 𝜇�̃�⩀�̃�(𝑥) = {

𝜇�̃�(𝑥)           𝑖𝑓 𝜇�̃�(𝑥) = 1                               

𝜇�̃�(𝑥)          𝑖𝑓 𝜇�̃�(𝑥) = (دیدگای بدبینانه) {     1

0                    𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒                                   

 

 

�̃�های فازی برای معموعه مثال: = {
0.4

1
,
0.6

2
,
0.2

3
�̃�و  { = {

0.8

1
,
0.2

2
,
0.7

3
 داریم: {

�̃� ⩀ �̃� = {
0

1
,
0

2
,
0

3
} 

 

�̃� ∩ �̃� = {
0.4

1
,
0.2

2
,
0.2

3
} 

 



21 

 

�̃� ⩀ �̃� ≠ �̃� ∩ �̃� 
 

𝜇فرض کنیم  :مثال
�̃�
=  درستیک را رسم کنید. ضربدار و کرانتهاضل جبری،  ضرب، شتراکباشد. ا 0.5

 

 

 

 

 

 

 

 
 

t-norms:  به فرم ملللی های فازیمعموعه شتراکاعملگرهای ،t-norms :معروف هستند 

(𝑡 − 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑠 قانون)     �̃� ⩀ �̃� ≤ 𝑡(�̃�, �̃�) ≤ �̃� ∩ �̃� 
 

 tو  sارتباط بین عملگرهای 

[0,1])در فضتتای  sبه  tتبدیل عملگر  × [0,1]⟶ بر استتاس قانون شتتود. ی زیر انعام میاز طریق رابطه ([0,1]

𝐴) به اشتراک دمورگان اجتماع ∩ 𝐵 = �̅� ∪ �̅�̅̅ ̅̅ ̅̅  ( داریم:̅

𝑡[𝑥, 𝑦] = 𝑠[�̅�, �̅�]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 1 − 𝑠[1 − 𝑥, 1 − 𝑦] 
 

[0,1])در فضتتای  tبه  sتبدیل عملگر  × [0,1]⟶ شتتود. بر استتاس قانون ی زیر انعام میاز طریق رابطه ([0,1]

𝐴دمورگان اشتراک به اجتماع ) ∪ 𝐵 = �̅� ∩ �̅�̅̅ ̅̅ ̅̅  ( داریم:̅

𝑠[𝑥, 𝑦] = 𝑡[�̅�, �̅�]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 1 − 𝑡[1 − 𝑥, 1 − 𝑦] 
 

 های عملیات مجموعهنظریه

های فازی و شتتتوند، برای اجتماع معموعهنامیدی می sکه به اختصتتتار عملگرهای  s-normsبه طور کلی عملگرهای 

 شوند.های فازی استهادی میشوند، برای اشتراک معموعهنامیدی می tکه به اختصار عملگرهای  t-normsعملگرهای 
 

 sعملگرهای 

گای آن عملگر متعلق روابط زیر برقرار باشند، آن [0,1]ی در بازی 𝑤و  𝑥  ،𝑦  ،𝑧 ، به ازای مقادیرsاگر برای هر عملگر 

 خواهد بود. s-normsی عملگرهای به طبقه

1. (شر  مرزی)      s[𝑥, 1] = s[1, x] = 1 
 

2. (شر  جابعایی)      s[x, y] = s[y, x] 
 

3. (شر  شرکتپذیری)      s[x, s[y, z]] = s[𝑠[𝑥, 𝑦], 𝑧] 
 

0 

1 

𝜇�̃� 1 0.5 

0.5 

(�̃� ⩀ �̃�) ضرب درستیک 

(�̃� ∩ �̃�) اشتراک 

(�̃�⨀�̃�) دارکران  تهاضل 

(�̃�. �̃�) ضرب جبری 
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4. ((monotonic) شر  افزایشی)      s[x, y] ≤ s[𝑧, 𝑤]  ;   𝑥 ≤ 𝑧  𝑎𝑛𝑑  𝑦 ≤ 𝑤 
 

 شوند.در روابط فوق می 𝑦و  𝑥جایگزین  𝜇�̃�(𝑥)و  𝜇�̃�(𝑥)، پارامترهای  �̃�و  �̃�های فازی برای معموعه نکته:
 

 tعملگرهای 

گای آن عملگر متعلق روابط زیر برقرار باشند، آن [0,1]ی در بازی 𝑤و  𝑥  ،𝑦  ،𝑧 ، به ازای مقادیرtاگر برای هر عملگر 

 خواهد بود. t-normsی عملگرهای به طبقه

1. (شر  مرزی)      𝑡[x, 0] = t[0, x] = 0 
 

2. (شر  جابعایی)      𝑡[x, y] = 𝑡[𝑦, 𝑥] 
 

3. (شر  شرکتپذیری)      𝑡[x, t[y, z]] = 𝑡[𝑡[𝑥, 𝑦], 𝑧] 
 

4. ((monotonic) شر  افزایشی)      𝑡[x, y] ≤ 𝑡[𝑧, 𝑤]  ;   𝑥 ≤ 𝑧  𝑎𝑛𝑑  𝑦 ≤ 𝑤 
 

 شوند.در روابط فوق می 𝑦و  𝑥جایگزین  𝜇�̃�(𝑥)و  𝜇�̃�(𝑥)، پارامترهای  �̃�و  �̃�های فازی برای معموعه نکته:
 

�̃�⨁�̃�ثابت کنید که  مثال: = {(𝑥, 𝜇�̃�⨁�̃�)| 𝜇�̃�⨁�̃� = min[1, 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥)]}  یکs-norm .است 

 جواب:

 تست شر  مرزی: -1
𝑠[𝑥, 1] = 𝑠[1, 𝑥] = 1 

 

𝑠[𝜇�̃�(𝑥), 1] = min[1, 𝜇�̃�(𝑥) + 1] = min[1,1 + 𝜇�̃�(𝑥)] = 𝑠[1, 𝜇�̃�(𝑥)] 
 

𝜇�̃�(𝑥) ≥ 0 ⟹ min[1, 𝜇�̃�(𝑥) + 1] = min[1,1 + 𝜇�̃�(𝑥)] = 1 ⟹ 𝑠[𝜇�̃�(𝑥), 1] = 𝑠[1, 𝜇�̃�(𝑥)] = 1 
 

 تست شر  جابعایی: -2
𝑠[𝑥, 𝑦] = 𝑠[𝑦, 𝑥] 

 

𝑠[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] = min[1, 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥)] = min[1, 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥)] = 𝑠[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] 
 

 پذیری:شر  شرکتتست  -3

s[x, s[y, z]] = s[𝑠[𝑥, 𝑦], 𝑧] 
 

s[𝜇�̃�(𝑥), s[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)]] = min[1, 𝜇�̃�(𝑥) + s[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇𝐶(𝑥)]]

= min[1, 𝜇�̃�(𝑥) + min[1, 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇𝐶(𝑥)]]

= {
min[1, 𝜇�̃�(𝑥) + 1]                                   𝑖𝑓 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇𝐶(𝑥) > 1

min[1, 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇𝐶(𝑥)]          𝑖𝑓 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇𝐶(𝑥) < 1

𝜇�̃�(𝑥)≥0
⇒     

= {

1                                                                       𝑖𝑓 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇𝐶(𝑥) > 1} ①

{
1                                                    𝑖𝑓 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇𝐶(𝑥) > 1} ②

𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥)          𝑖𝑓 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥) < 1} ③
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s[𝑠[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)], 𝜇𝐶(𝑥)] = min[1, 𝑠[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] + 𝜇�̃�(𝑥)]
= min[1,min [1, 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥)] + 𝜇𝐶(𝑥)]

= {
min[1,1 + 𝜇𝐶(𝑥)]                                   𝑖𝑓 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥) > 1

min[1, 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥)]          𝑖𝑓 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥) < 1

𝜇�̃�(𝑥)≥0
⇒     

= {

1                                                                      𝑖𝑓 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥) > 1} ①

{
1                                                    𝑖𝑓 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇𝐶(𝑥) > 1} ②

𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇𝐶(𝑥)          𝑖𝑓 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇𝐶(𝑥) < 1} ③

 

 

 تست شر  افزایشی: -4
s[x, y] ≤ s[𝑧, 𝑤]  ;   𝑥 ≤ 𝑧  𝑎𝑛𝑑  𝑦 ≤ 𝑤 

 

𝑖𝑓 𝜇�̃�(𝑥) ≤ 𝜇�̃�(𝑥)   𝑎𝑛𝑑   𝜇�̃�(𝑥) ≤ 𝜇�̃�(𝑥) ⟹ 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥) ≤ 𝜇𝐶(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥)⊛ 
 

① 𝑖𝑓 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥) > 1     ,     ①,⊛⟹ 𝜇𝐶(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥) > 1   ,⟹ 
      𝑠[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] = min[1, 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥)] = 1   ,⟹ 

      𝑠[𝜇𝐶(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] = min[1, 𝜇𝐶(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥)] = 1   ,⟹ 

      𝑠[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] = 𝑠[𝜇𝐶(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] 
 

② 𝑖𝑓 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥) < 1 ⟹ 

      

{
 
 
 

 
 
 
𝜇𝐶(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥) > 1 ⟹ 𝑠[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] = min[1, 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥)] = 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥)   ,

                         𝑠[𝜇𝐶(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] = min[1, 𝜇𝐶(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥)] = 1   ,⟹

𝑠[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] ≤ 𝑠[𝜇𝐶(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)]       

𝜇𝐶(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥) < 1 ⟹ 𝑠[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] = min[1, 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥)] = 𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥)   ,

                                            𝑠[𝜇𝐶(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] = min[1, 𝜇𝐶(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥)] = 𝜇𝐶(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥)   ,

      𝜇�̃�(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥) ≤ 𝜇𝐶(𝑥) + 𝜇�̃�(𝑥) ⊛   ,⟹

𝑠[𝜇�̃�(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)] ≤ 𝑠[𝜇𝐶(𝑥), 𝜇�̃�(𝑥)]      

 

 

 (Fuzzy Partitioning) افراز فازی

گوییم ی جهانی را به چند زیر معموعه تقسیم کنیم، مللاً میهای کلاسیک، وقتی بخواهیم معموعهدر افراز معموعه

سال به بالا مسن هستند؛ ولی در افراز فازی مرزها  6۱سال، و افراد میانسال  6۱تا  3۱سال جوان، افراد بین  3۱تا  ۱افراد بین 

 باشند.به صورج تدریعی می
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∀ 𝑖   �̃�𝑖 ≠ 𝜙 , �̃�𝑖 ≠ 𝑋 
 

∀ 𝑖, 𝑗   �̃�𝑖 ∩ �̃�𝑗 = 𝜙 
 

∑�̃�𝑖 = 𝑋

𝑛

𝑖=1

 

 

𝑈ی جهانی اگر معموعه مثال: =  افرازهای فازی زیر را داریم:گای ، آنباشد {1,2,3,4)

𝐴1 = {(1 , 0.2)} 
 

𝐴2 = {(1 , 0.8), (2 , 0.3)} 
 

𝐴3 = {(2 , 0.3), (3 , 1)} 
 

𝐴4 = {(2 , 0.4), (4 , 1)} 
 

 های کلاسیکمجموعه بر روی ی ریاضیضرب کارتزین و رابطه

 ضرب کارتزین:

𝐴 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑈} 
 

𝐵 = {𝑦 | 𝑦 ∈ 𝑈} 
 

𝐴(ضرب کارتزین) × 𝐵 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑥 ∈ 𝐴 , 𝑦 ∈ 𝐵} 
 

𝐴اگر  مثال: = 𝐵و  {1,2} =  ها را محاسبه کنید.باشند، ضرب کارتزین آن {4,5,6}

𝐴                                                                           جواب: × 𝐵 = {(1 , 4), (1 , 5), (1 , 6), (2 , 4), (2 , 5), (2 , 6)} 
 

 است. 𝐴های ی زیرمعموعهای از همهمعموعه : 𝑷𝑨یا  𝑨توانی ی مجموعه
 

 برای ملال قبل داریم: مثال:

𝑃𝐴 = { {𝜙} , {1} , {2} , {1 , 2} } 
 

𝑃𝐴×𝐵 = { {𝜙} , {(1 , 4)} , … {(1 , 4) , (1 , 5) } , … {(1 , 4) , (1 , 5) , (1 , 6)}, … } 
 

 است. 2𝑛عضوی برابر با 𝑛ی یک معموعه هایتعداد زیرمعموعه نکته:
 

 ی ریاضی:رابطه

{
𝑥𝑅𝑦           
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅

⟹ 𝑅 ⊆ 𝐴 × 𝐵     ,     𝑅 = {(𝑥, 𝑦) | (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵 , 𝑥 ∈ 𝐴 , 𝑦 ∈ 𝐵} 
 

,𝑥)یا  𝑥𝑅𝑦 نکته: 𝑦) ∈ 𝑅 ه این معناست که ب𝑦  نگاشت𝑥 ی در رابطه𝑅 .است 
 

𝐴اگر  مثال: = 𝐵و  {1,2} = 𝑅1روابط  باشد. {4,5,6} = {(1 , 4), (1 , 5), (1 , 𝑅2و  {(6 = {(1 , 4), (2 , 5)} 

𝐴را در  × 𝐵 = {(1 , 4), (1 , 5), (1 , 6), (2 , 4), (2 , 5), (2 ,  ن ر بگیرید.در  {(6
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تنها به یک ، هر عضو از برد زیرایک به یک است؛  𝑅2ی رابطهو  دهدپوشاست؛ زیرا بُرد را پوشش می 𝑅1ی رابطهدر این ملال، 

 .مربو  است( 𝐴از  𝑥 یک به تنها 𝐵ی از 𝑦 هراست )عضو از دامنه مرتبط 
 

 : 𝑹𝟏نمایش مختصاتی یا نموداری 

 

 

 

 

 

 

 
 

 : 𝑹𝟐نمایش ماتریسی 

1          2 𝑅2 
 

1        0 

 
0        1 

 
0        0 

4 

 
5 

 
6 

 

 : 𝑹𝟐نمایش گرافیکی 
①          ②              

 

          6⑤          ④ 
 

 : 𝑹ی ی رابطهدامنهتعریف 
𝐷𝑜𝑚(𝑅) = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴 , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 ,   𝑓𝑜𝑟 𝑠𝑜𝑚𝑒   𝑦 ∈ 𝐵} 

 

 : 𝑹ی رابطه تعریف برد
𝑅𝑎𝑛𝑔(𝑅) = {𝑦 | 𝑦 ∈ 𝐵 , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 ,   𝑓𝑜𝑟 𝑠𝑜𝑚𝑒   𝑥 ∈ 𝐴} 

 

 ی بازتابی:رابطه
𝑥𝑅𝑥 

 

 :متقارنی رابطه
𝑥𝑅𝑦 ⟹ 𝑦𝑅𝑥 

 

 :تعدیی رابطه
𝑥𝑅𝑦 , 𝑦𝑅𝑧 ⟹ 𝑥𝑅𝑧 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

1 2 3 4 5 6 7 
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 های فازیمجموعه بر رویی ریاضی ضرب کارتزین و رابطه

𝑅: 𝐴 × 𝐵 ⟶ {0,1} 

𝜇
𝑅
(𝑥, 𝑦) = {

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅          𝜇
𝑅
= 1

(𝑥, 𝑦) ∉ 𝑅          𝜇
𝑅
= 0

 

 

�̃� = {(𝑥, 𝜇�̃�(𝑥)) | 𝑥 ∈ 𝑈} 
 

�̃� = {(𝑦, 𝜇�̃�(𝑥)) | 𝑦 ∈ 𝑈} 
 

(ضرب کارتزین) �̃� × �̃� = {((𝑥, 𝑦), 𝜇�̃�×�̃�(𝑥, 𝑦))| 𝑥 ∈ �̃� , 𝑦 ∈ �̃�   ,   0 ≤ 𝜇�̃�×�̃�(𝑥, 𝑦) ≤ 1} 
 

 ی ریاضی:رابطه

{
𝑥�̃�𝑦           

(𝑥, 𝑦) ∈ �̃�
⟹ �̃� ⊆ �̃� × �̃� 

 

�̃� = {((𝑥, 𝑦), 𝜇�̃�(𝑥, 𝑦))| 𝑥 ∈ �̃� , 𝑦 ∈ �̃�   ,   0 ≤ 𝜇�̃�(𝑥, 𝑦) ≤ 1} 
 

�̃�1اگر  مثال: = {((1 , 4), 0.4), ((2 , 5),  باشد. داریم: {(0.8

 : �̃�𝟏نمایش مختصاتی یا نموداری 

 

 

 

 

 

 

 
 

  : �̃�𝟏نمایش ماتریسی 

1          2 �̃�1 
 

0.4      0 

 
0      0.8 

 
0        0 

4 

 
5 

 
6 

 

 

 

0 

0.4 

0.8 

(1,4) (1,5) (1,6) (2,5) 
 زوج مرتب

 میزان تعلق
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 : �̃�𝟏نمایش گرافیکی 
①          ②              

 

          6⑤          ④ 
 

 : �̃�ی ی رابطهدامنهتعریف 

𝐷𝑜𝑚(�̃�) = {(𝑥, 𝜇�̃�(𝑥, 𝑦)) | 𝜇�̃�(𝑥, 𝑦) = max[𝜇�̃�(𝑥, 𝑦)]   𝑓𝑜𝑟   𝑦 ∈ �̃�} 
 

 : �̃�ی رابطه تعریف برد

𝑅𝑎𝑛𝑔(�̃�) = {(𝑦, 𝜇�̃�(𝑥, 𝑦)) | 𝜇�̃�(𝑥, 𝑦) = max[𝜇�̃�(𝑥, 𝑦)]   𝑓𝑜𝑟   𝑥 ∈ �̃�} 
 

�̃�2ی دامنه و برد رابطه مثال: = {((1 , 4), 0.4), ((2 , 5), 0.8), ((1 , 5),  را مشخص کنید. {(0.6

 جواب:

𝐷𝑜𝑚(�̃�2) = {(1 , 0.6), (2 , 0.8)} 
 

𝑅𝑎𝑛𝑔(�̃�2) = {(4 , 0.4), (5 , 0.8)} 
 

 :ی فازیتعریف ماتریس ی) رابطه

 کنیم:را به صورج زیر تعریف می �̃� ی فازیماتریس رابطه

𝑀�̃� = (𝜇�̃�(𝑥, 𝑦))𝑥∈�̃� ,𝑦∈�̃� 
 

�̃�اگر  مثال: = , سرد} �̃�و  {گرم =  را به صورج زیر داشته باشیم: �̃�ی و رابطه، باشند {برفی, بارانی, ابری, آفتابی}

�̃� = , (آفتابی, سرد))} 0.3), , (ابری, سرد)) 0.6), , (بارانی, سرد)) 0.8), , (برفی, سرد)) 1), 

, (آفتابی, گرم))             0.8), , (ابری, گرم)) 0.4), , (بارانی, گرم)) 0.2), , (برفی, گرم)) 0)} 

 نویسیم:را به صورج زیر می �̃� ی فازیماتریس رابطهگای آن

 𝑀�̃� ردس       گرم
 

0.3       0.8 

 
0.6       0.4 

 
0.8       0.2 

 
1             0 

 آفتابی

 

 ابری

 

 بارانی
 

 برفی
 

�̃�1به صورج زیر باشند، مطلوب است:  �̃�2 و �̃�1اگر  مثال: ∪ �̃�2  و𝑀�̃�1∪�̃�2  و𝑀�̅̃�1 . 

�̃�1 = {((1 , 4), 0.2), ((1 , 5), 0.6), ((2 , 4), 0.3)} 
�̃�2 = {((1 , 5), 0.8), ((2 , 4), 0.1), ((1 , 4), 0.3)} 

0.4 0.8 
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 جواب:

�̃�1 ∪ �̃�2 = {((1 , 4), 0.3), ((1 , 5), 0.8), ((2 , 4), 0.3)} 
 

1          2 𝑀�̅̃�1 
 

 

1          2 𝑀�̃�1∪�̃�2 
 

0.8     0.7 

 
0.4        1 

 
1          1 

4 

 
5 

 
6 

0.3      0.3 

 
0.4         0 

 
0           0 

4 

 
5 

 
6 

 

 های کلاسیکمجموعه روابطترکیب 

𝑔: {(𝑥, 𝑦) | 𝑥𝑔𝑦 ∶ 𝑦 = 𝑔(𝑥)} 
 

𝑓: {(𝑦, 𝑧) | 𝑦𝑓𝑧 ∶ 𝑧 = 𝑓(𝑦)} 
 

𝑓𝑜𝑔: {(𝑥, 𝑧) | 𝑥𝑔𝑦 , 𝑦𝑓𝑧 ∶ 𝑧 = 𝑓(𝑔(𝑥))} 
 

 مثال:

4          5          6 𝑓 
 

 

1          2 𝑔 
 

1        0        1 

 
0        1        0 

7 

 
8 

1        1 

 
0        1 

 
0        0 

4 
 
5 

 
6 

 

1        2 𝑓𝑜𝑔 
 

1        1 

 
0        1 

7 

 
8 

 

 است. 𝑓و  𝑔های ، استهادی از ضرب ماتریس 𝑓𝑜𝑔برای پیداکردن  دیگرروش  نکته:
 

های یک ستون از ماتریس های یک سطر از ماتریس اول در درایهاز ضرب درایهبه ترتیب های ماتریس حاصلضرب، درایه نکته:

 شود.های حاصل ایعاد میو سپس معموع درایه ،دوم

[𝑎𝑖1  𝑎𝑖2 . . .  𝑎𝑖𝑛]

[
 
 
 
 
𝑏1𝑗
𝑏2𝑗
.
.
𝑏𝑛𝑗]
 
 
 
 

= 𝑎𝑖1. 𝑏1𝑗 + 𝑎𝑖2. 𝑏2𝑗 +⋯+ 𝑎𝑖𝑛. 𝑏𝑛𝑗 
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𝑀𝑓 ×𝑀𝑔 = [
1 0 1
0 1 0

] × [
1 1
0 1
0 0

] = [
1 1
0 1

] 

 

 های فازیمجموعه روابطترکیب 

 کلاستتیک استتت، با این تهاوج که های ترکیب توابر بر روی معموعههمانند  های فازیترکیب توابر بر روی معموعه

 ،های یک ستون از ماتریس دومدرایه وهای یک سطر از ماتریس اول درایهمینیمم از به ترتیب های ماتریس حاصتلضرب،  درایه

 شود.های حاصل ایعاد میدرایه ماکزیممو سپس 

[𝑎𝑖1  𝑎𝑖2 . . .  𝑎𝑖𝑛]

[
 
 
 
 
𝑏1𝑗
𝑏2𝑗
.
.
𝑏𝑛𝑗]
 
 
 
 

= max [min[𝑎𝑖1 , 𝑏1𝑗] , min[𝑎𝑖2 , 𝑏2𝑗] , … ,min [𝑎𝑖𝑛 , 𝑏𝑛𝑗]] 

 

�̃�اگر  مثتال:  = , گرم} �̃�،  {سرد = �̃�و  {بارانی, ابری, آفتابی} = �̃�1بتتاشتتتنتتد، و روابط  {تعطیل, باز} ⊆ 𝐴 × 𝐵  و

�̃�2 ⊆ 𝐵 × 𝐶 گای ماتریس به صورج زیر تعریف شوند، آن�̃�2𝑜�̃�1 ⊆ 𝐴 × 𝐶 .را بنویسید 

 �̃�2 ابری          آفتابی          بارانی
 

 

 �̃�1 سرد          گرم
 

0.9           0.8           0.6 
 

0.3           0.4           0.8 

 باز

 

 تعطیل

0.8        0.2 

 
0.4        0.6 

 
0.2        0.8 

 آفتابی

 

 ابری

 

 بارانی
 

 𝑀�̃�2𝑜�̃�1 گرم                                                               سرد   
 

𝐦𝐚𝐱[𝐦𝐢𝐧[𝟎. 𝟗 , 𝟎. 𝟐] ,𝐦𝐢𝐧[𝟎. 𝟖 , 𝟎. 𝟔] ,𝐦𝐢𝐧[𝟎. 𝟔 , 𝟎. 𝟖]]      𝐦𝐚𝐱[𝐦𝐢𝐧[𝟎. 𝟗 , 𝟎. 𝟖] ,𝐦𝐢𝐧[𝟎. 𝟖 , 𝟎. 𝟒] ,𝐦𝐢𝐧[𝟎. 𝟔 , 𝟎. 𝟐]] 

 
𝐦𝐚𝐱[𝐦𝐢𝐧[𝟎. 𝟑 , 𝟎. 𝟐] ,𝐦𝐢𝐧[𝟎. 𝟒 , 𝟎. 𝟔] ,𝐦𝐢𝐧[𝟎. 𝟖 , 𝟎. 𝟖]]      𝐦𝐚𝐱[𝐦𝐢𝐧[𝟎. 𝟑 , 𝟎. 𝟖] ,𝐦𝐢𝐧[𝟎. 𝟒 , 𝟎. 𝟒] ,𝐦𝐢𝐧[𝟎. 𝟖 , 𝟎. 𝟐]] 

 باز
 

 تعطیل
 

 𝑀�̃�2𝑜�̃�1 سرد                                              گرم
 

max[0.2, 0.6, 0.6]                    max[0.8, 0.4, 0.2] 
 

max[0.3, 0.4, 0.2]                     ma x[0.2, 0.4, 0.8] 

 باز
 

 تعطیل
 

 𝑀�̃�2𝑜�̃�1 سرد                    گرم
 

0.6                    0.8 
 

0.4                    0.8 

 باز
 

 تعطیل
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 ( است.Fuzzy Inferenceهای فازی، یک نوع استنتاج فازی )عمل ترکیب توابر در معموعه نکته:
 

 (Fuzzy numbers) د فازیاعدا

 :رندشرایط زیر را داو  شوندمی برای توصیف غیردقیق اعداد استهادیکه  هستند( �̃�ی فازی )هاعموعهمد فازی اعدا

1- �̃�  ی فازی محدب باشد.معموعهباید یک 

∀ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3   ∶    𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3⟹ 𝜇
�̃�
(𝑥2) ≥ min[𝜇�̃�(𝑥1), 𝜇�̃�(𝑥3)] 

 

2- �̃� ی فازی نرمال باشد.باید یک معموعه 

∀ 𝑥 max(𝜇�̃�(𝑥)) = 𝑥  𝜇�̃�(𝑥) ∃     یا     1 = 1 

3- �̃� باید روی معموعه( ی اعداد حقیقیℝ.تعریف شدی باشد ) 

4- �̃� باید روی معموعه( ی اعداد حقیقیℝ.پیوسته باشد ) 
 

 (Interval Numbersای )اعداد بازه

عدد  از جهت مقدار دارای عدم قطعیت هستند. ای دارند وکه یک مقدار داشته باشند، مقدار بازیاین اعداد به جای این

 کنیم.را به صورج زیر تعریف می 𝐴ای بازی

𝐴 = [𝑎1     𝑎2] ;  𝑎1 < 𝑎2 
 

𝐴ای عدد بازی مثال: =  را رسم کنید. [4     2]

 

 

 

 

 
 

  تر از عدد فازی است.ای یک درجه پایینعدد بازی نکته:
 

 باشد.می 1اعداد داخل بازی  میزان تعلقِ ،ایاما در اعداد بازی ؛ها متهاوج استمیزان تعلق ،های فازیدر معموعه نکته:
 

ای تبدیل ی بازی( بزنیم، به یک معموعهα-cutی فازی محدب داشتتته باشتتیم و بر روی آن برش آلها )اگر یک معموعه نکته:

 دهد.ای میمحدب باشد، یک عدد بازی �̃�𝛼اگر  شود.می
𝐴𝛼 = {𝑥 | 𝜇�̃�(𝑥) ≥ 𝛼} 

 

�̃�𝛼 = 𝛼𝐴𝛼 
 

[𝑎1
𝛼     𝑎2

𝛼] 
 

 

 

0 

1 

2 4 
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 :ایجمع اعداد بازه

𝐴ای جمر دو عدد بازیآیا  ستاال:  = [𝑎1     𝑎2]  و𝐵 = [𝑏1     𝑏2]  به صتتورج𝐴 + 𝐵 = [𝑎1 + 𝑏1     𝑎2 + 𝑏2] 

 ؟شدبامیصحیح 

 بله. جواب:
 

𝐴ای دو عدد بازیجمر حاصل مثال: = 𝐵و  [7     3] =  را به صورج نموداری نشان دهید. [12     10]

𝐴 + 𝐵 = [3     7] + [10     12] = [3 + 10     7 + 12] = [13     19] 
 

 

 

 

 

 
 

𝐴ی را با هم جمر کنیم، عدد وستتط بازی 𝐵و  𝐴ای اگر اعداد وستتط دو عدد بازی نکته: + 𝐵 این استتاس  رآید. ببدستتت می

𝐴مانند  ،ایی یک عدد بازیبین دو بازیتوانیم بگوییم که می = [𝑎1     𝑎2] ;  𝑎1 < 𝑎2 بنابراین نهایت عدد وجود دارد. بی

 ای قرار گیرد.ی حاصل جمر دو عدد بازیبایست در بازیای، میازیدو عدد ب درای بین بازیع این اعداد وعمم

(𝐴 عدد وسطِ عدد بازیای) + (𝐵 عدد وسطِ عدد بازیای) = (𝐴 + 𝐵 عدد وسطِ عدد بازیای) 
 

5 + 11 = 16 
 

 :ایاعداد بازه تفریق

𝐴ای دو عدد بازی تهریقآیا  ستاال:  = [𝑎1     𝑎2]  و𝐵 = [𝑏1     𝑏2]  به صورج𝐴 − 𝐵 = [𝑎1 − 𝑏1     𝑎2 − 𝑏2] 

 باشد؟صحیح می

 خیر. جواب:
 

𝐴ای دو عدد بازیتهریق حاصل مثال: = 𝐵و  [7     3] =  را به صورج نموداری نشان دهید. [12     10]

𝐴 − 𝐵 = [3     7] − [10     12] = [3 − 10     7 − 12] = [−7     − 5] 
 

0 

1 

𝑎1
𝛼 𝑎2

𝛼 

𝛼 

0 

1 
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5 11 16 
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−     7−] جواب 7از هم ) 11و  7نادرستتتت استتتت، زیرا مللاً تهریق اعداد  [5 − 11 = ( که به ترتیب در 4−

−     7−]ی قرار دارند، در بازی [12     10]و  [7     3]های بازی  دهد.گیرد و به اصطلاح بازی را پوشش نمیقرار نمی [5

𝐵اگر  − 𝐴 :را حساب کنیم، داریم 
𝐵 − 𝐴 = [10     12] − [3     7] = [10 − 3     12 − 7] = [7     5] 

 پس جواب ملال بالا تر است.، زیرا کران بالای بازی از کران پایین بازی کوچکای نیستنیز یک عدد بازی [5     7]عدد 

 نادرست است.
 

𝐴ای تهریق دو عدد بازی نکته: = [𝑎1     𝑎2]  و𝐵 = [𝑏1     𝑏2]  را به صتتتورج𝐴 − 𝐵 = [𝑎1 − 𝑏2     𝑎2 − 𝑏1] 

 کنیم.تعریف می
 

𝐴ای برای تهریق دو عدد بازی بنابراین = 𝐵و  [7     3] =  داریم: [12     10]
𝐴 − 𝐵 = [3     7] − [10     12] = [3 − 12     7 − 10] = [−9     − 3] 
 یا

𝐵 − 𝐴 = [10     12] − [3     7] = [10 − 7     12 − 3] = [3     9] 
 

 

 

 

 

 
 

 :ایاعداد بازه ضرب

𝐴ای آیا ضرب دو عدد بازی ستاال:  = [𝑎1     𝑎2]  و𝐵 = [𝑏1     𝑏2]  به صورج𝐴 + 𝐵 = [𝑎1 × 𝑏1     𝑎2 × 𝑏2] 

 باشد؟صحیح می

 باشد.صحیح می 𝑏2و  𝑎1  ،𝑎1  ،𝑏1بودن اعداد علامتبه شر  هم جواب:
 

𝐴ای دو عدد بازیضرب حاصل مثال: = 𝐵و  [3     1] =  را به صورج نموداری نشان دهید. [5     4]

𝐴 × 𝐵 = [1     3] × [4     5] = [1 × 4     3 × 5] = [4     15] 
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𝐴ای دو عدد بازی مثال: = [−2     − 𝐵و  [1 =  نید.را در هم ضرب ک [5     1−]

𝐴 × 𝐵 = [−2     − 1] × [−1     5] = [(−2) × (−1)     (−1) × 5] = [2     − 5] 
−     2]عدد  تر است. پس جواب ملال بالا ی نیست، زیرا کران بالای بازی از کران پایین بازی کوچکیک عدد بازی [5

 نادرست است.
 

 :ایاعداد بازه تقسیم

𝐴ای آیا تقسیم دو عدد بازی ساال: = [𝑎1     𝑎2]  و𝐵 = [𝑏1     𝑏2]  به صورج
𝐴

𝐵
= [

𝑎1

𝑏1
     

𝑎2

𝑏2
 باشد؟صحیح می [

 باشد.صحیح می 𝑏2و  𝑎1  ،𝑎1  ،𝑏1بودن اعداد علامتبه شر  هم جواب:
 

 ی عملگرها:فرمول نهایی و کلی برای همه

 گیریم.را نماد حداکلر در ن ر می ∨را نماد حداقل و  ∧را نماد هر عملگر،  ∗
𝐴 ∗ 𝐵 = [(𝑎1 ∗ 𝑏1) ∧ (𝑎1 ∗ 𝑏2) ∧ (𝑎2 ∗ 𝑏1) ∧ (𝑎2 ∗ 𝑏2)        (𝑎1 ∗ 𝑏1) ∨ (𝑎1 ∗ 𝑏2) ∨ (𝑎2 ∗ 𝑏1) ∨ (𝑎2 ∗ 𝑏2)] 

 یا
𝐴 ∗ 𝐵 = [min[(𝑎1 ∗ 𝑏1), (𝑎1 ∗ 𝑏2), (𝑎2 ∗ 𝑏1), (𝑎2 ∗ 𝑏2)]    max[(𝑎1 ∗ 𝑏1), (𝑎1 ∗ 𝑏2), (𝑎2 ∗ 𝑏1), (𝑎2 ∗ 𝑏2)]] 

 

𝐴ای ضرب دو عدد بازیحاصل مثال: = [−2    − 𝐵و  [1 =  را حساب کنید. [5     1−]

𝐴 × 𝐵 = [−2    − 1] × [−1     5] = [min[2 ,−10 , 1 , −5]     max[2 ,−10 , 1 , −5]]
= [−10     2] 

 

𝐴ای تقسیم دو عدد بازیحاصل مثال: = 𝐵و  [7     3] =  را حساب کنید. [2     1−]

𝐴 ÷ 𝐵 = [3     7] ÷ [−1     2] = [min[−3 , 1.5 , −7 , 3.5]     max[−3 , 1.5 , −7 , 3.5]]
= [−7     3.5] 

 

𝐴ای دو عدد بازیو ماکزیمم مینیمم  مثال: = 𝐵و  [7     3] =  را حساب کنید. [12     5]
𝑀𝐼𝑁(𝐴, 𝐵) = 𝑀𝐼𝑁([3     7], [5     12])
= [min[min(3,5) ,min(3,12) ,min(7,5) ,min(7,12)]     max[min(3,5) ,min(3,12) ,min(7,5) ,min(7,12)]]
= [3     7] 

 

𝑀𝐴𝑋(𝐴, 𝐵) = 𝑀𝐴𝑋([3     7], [5     12])
= [min[max(3,5) ,max(3,12) ,max(7,5) ,max(7,12)]     max[max(3,5) ,max(3,12) ,max(7,5) ,max(7,12)]]
= [5     12] 

 

 

0 

1 
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𝐴ای مینیمم و ماکزیمم دو عدد بازی مثال: = 𝐵و  [10     3] =  را حساب کنید. [8     5]
𝑀𝐼𝑁(𝐴, 𝐵) = 𝑀𝐼𝑁([3     10], [5     8])
= [min[min(3,5) ,min(3,8) ,min(10,5) ,min(10,8)]     max[min(3,5) ,min(3,8) ,min(10,5) ,min(10,8)]]
= [3     8] 

 

𝑀𝐴𝑋(𝐴, 𝐵) = 𝑀𝐴𝑋([3     10], [5     8])
= [min[max(3,5) ,max(3,8) ,max(10,5) ,max(10,8)]     max[max(3,5) ,max(3,8) ,max(10,5) ,max(10,8)]]
= [5     10] 

 

 

 

 

 
 

 اشکال معروف و پُرکاربرد اعداد فازی

 .شودیک عدد فازی به صورج یک بازی تعریف می تعریف عدد فازی:

 پارامتر( 3)تابع عضویت مثلثی با  عدد فازی مثلثی -1

 

 

 

 

 

 
 

 تعریف عدد فازی مثلثی:

�̃� = (𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3)   ,   �̃�0+ = 𝑆𝑢𝑝𝑝(�̃�) = [𝑎1     𝑎3]   ,   �̃�1 = 𝐶𝑜𝑟𝑒(�̃�) = 𝑎2 
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0 

1 

8 3 10 5 

MIN 

MAX 
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𝑎1 𝑎3 𝑎2 

𝑃𝑒𝑎𝑘 
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𝛼 𝑎1

𝛼 

𝑦 = 𝛼 
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𝑥 

𝜇
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𝜇 (تابر عضویت ملللی)
�̃�
(𝑥) =

{
 
 

 
 
0                                 𝑥 ≤ 𝑎1
𝑥 − 𝑎1
𝑎2 − 𝑎1

          𝑎1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎2

𝑥 − 𝑎3
𝑎2 − 𝑎3

          𝑎2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎3

0                                 𝑥 ≥ 𝑎3

 

 

ℎ(�̃�))باشتتتند های فازی همواری یک مقدار تعلق حداکلری دارند و چون نرمال میمعموعه نکتته:  = ، این مقدار تعلق (1

 افتد.اتهاق می 𝑎2ی در نقطه 1باشد. در معموعه اعداد فازی ملللی، میزان تعلق حداکلری می 1حداکلری برابر با 
 

𝑎1ساپورج ی دارند. معموعه (𝑆𝑢𝑝𝑝(�̃�))ی ساپورج های فازی همواری یک معموعهمعموعه نکته:
𝛼  و𝑎2

𝛼  یک عدد فازی

 کند.را معرفی می
 

�̃�𝛼 = [𝑎1
𝛼    𝑎2

𝛼 ] = {𝑥 | 𝜇
�̃�
(𝑥) ≥ 𝛼} 

 

𝑦 = 𝛼 =
𝑥 − 𝑎1
𝑎2 − 𝑎1

⟹ 𝑥 = 𝑎1
𝛼 = 𝛼(𝑎2 − 𝑎1) + 𝑎1 

 

𝑦 = 𝛼 =
𝑥 − 𝑎3
𝑎2 − 𝑎3

⟹ 𝑥 = 𝑎2
𝛼 = 𝛼(𝑎2 − 𝑎3) + 𝑎3 

 

�̃�𝛼 = [𝑎1
𝛼     𝑎2

𝛼] = [𝛼(𝑎2 − 𝑎1) + 𝑎1     𝛼(𝑎2 − 𝑎3) + 𝑎3] 
 آید:، بدست میرا قرار بدهیم 1و  0به ترتیب مقادیر  αفوق، به جای  مولراگر در ف

�̃�0 = [𝑎1     𝑎3] 
 

�̃�1 = [𝑎2     𝑎2] = 𝑎2 
 

�̃� ملللی عدد فازی مثال: = (0 , 1 , 𝛼و مقدار را رسم کردی  (2 =  را محاسبه کنید. �̃�0.5در ن ر بگیرید.  را 0.5

 جواب:

 

 

 

 

 
 

�̃�𝛼 = [𝑎1
𝛼     𝑎2

𝛼] = [𝛼(𝑎2 − 𝑎1) + 𝑎1     𝛼(𝑎2 − 𝑎3) + 𝑎3] 
 

𝑎1 = 0  ,   𝑎2 = 1   ,   𝑎3 = 2 
 

�̃�0.5 = [0.5(1 − 0) + 0     0.5(1 − 2) + 2] = [0.5     1.5] 
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 پارامتر( 4ای با )تابع عضویت ذوزنقه ایذوزنقهعدد فازی  -2

 

 

 

 

 

 
 

 :ایذوزنقهتعریف عدد فازی 

�̃� = (𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 , 𝑎4)   ,   �̃�0+ = 𝑆𝑢𝑝𝑝(�̃�) = [𝑎1     𝑎4]   ,   �̃�1 = 𝐶𝑜𝑟𝑒(�̃�) = [𝑎2     𝑎3] 
 

𝜇 (تابر عضویت ذوزنقهای)
�̃�
(𝑥) =

{
  
 

  
 
0                                 𝑥 ≤ 𝑎1
𝑥 − 𝑎1
𝑎2 − 𝑎1

          𝑎1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎2

1                       𝑎2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎3
𝑥 − 𝑎4
𝑎3 − 𝑎4

          𝑎3 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎4

0                                 𝑥 ≥ 𝑎4

 

 

عدد فازی ملللی در یک نقطه مقدار حداکلر دارد،  نستبت به عدد فازی ملللی پایدارتر است؛ چون  ایعدد فازی ذوزنقه نکته:

 در یک بازی مقدار حداکلر وجود دارد. ایعدد فازی ذوزنقهاما در 
 

 پارامتر( 2)تابع عضویت گوسین با  گوسییا گوسین عدد فازی  -3

 

 

 

 

 

 
 

𝑎 ی محل مرکز قله و کنندیتعیین𝑏 است منحنی شدگیپهن یا کشیدگی میزان ییکنندتعیین. 
 

 :گوسینتعریف عدد فازی 

�̃� = (𝑎 , 𝑏) 
 

𝜇 (تابر عضویت گوسین)
�̃�
(𝑥) = 𝑒

−
1
2
(
𝑥−𝑎
𝑏
)
2

= 𝑒
−(𝑥−𝑎)2

2𝑏2 = exp(
−(𝑥 − 𝑎)2

2𝑏2
) 

 

0 

1 

𝑎1 𝑎3 𝑎2 

𝑃𝑒𝑎𝑘 

𝑎4 

�̃� عدد فازی ذوزنقهای 

0 

1 
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 ندارد(.رسد )هیچ عددی تعلق صهر گای به صهر نمیهیچ عیب عدد فازی گوسین:
 

 مشتق آن سادی بودی و فرم خودش را دارد. -1                                         

 کند.از تابر توزیر نرمال استهادی می -2                                         
 

 پارامتر( 3ای با ای )تابع عضویت زنگولهزنگولهعدد فازی  -4

 

 

 

 

 

 
 

𝑐 ی محل مرکز قلهکنندیتعیین، 𝑎 و  نمودار شتتدگیپهن یا کشتتیدگی میزان ییکنندتعیین𝑏 میزان ی کنندیتعیین

 .استقوس منحنی 
 

 :ایزنگولهتعریف عدد فازی 

�̃� = (𝑎 , 𝑏 , 𝑐) 
 

( ایزنگوله 𝜇 (تابر عضویت 
�̃�
(𝑥) =

1

1 + |
𝑥 − 𝑐
𝑎
|
2𝑏 

 

ای ی مبتنی بر دانش انسان( بیشتر از ساختارهای ملللی یا ذوزنقهدر جاهایی که مبتنی بر دانش انسان است )پایگای دادی :نکته

ای استهادی و در جاهایی که مبتنی بر دانش انسانی نیست )به صورج زیاد(، از تابر عضویت گوسین و زنگوله َکنیماستتهادی می 

 کنیم.می
 

 

 پارامتر( 2سیگموئیدال )تابع عضویت سیگموئیدال با عدد فازی  -5

 

 

 

 

 

 
 

 ، شیب تابر عضویت سیگموئیدال 𝑎شدن مقدار کمبا ، شیب تابر عضویت سیگموئیدال زیاد شدی و  𝑎با زیادشدن مقدار  نکته:

 شود.ای مینهایت شود، تابر عضویت سیگموئیدال تبدیل به تابر پلهبی 𝑎اگر  .شَودکمتر می
 

 مزایای عدد فازی گوسین
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1 
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 :سیگموئیدالتعریف عدد فازی 

�̃� = (𝑎 , 𝑏) 
 

𝜇 (تابر عضویت سیگموئیدال)
�̃�
(𝑥) =

1

1 + 𝑒−𝑎(𝑥−𝑏)
 

 

 های کلاسی)جموعهجمع م

𝐴ی کلاسیک دو معموعه مثال: = 𝐵و  {2,3,4} =  را با هم جمر کنید. {3,4,5}

𝐴 + 𝐵 = {2,3,4} + {3,4,5} = {5,6,7,8,9} 
 

 

 

 

 

 

 های فازیمجموعه بر رویریاضی عملیات 

�̃� (�̃�و  �̃�ی فازی بین دو معموعهریاضتتتی عملیاج بیتانگر   ∗ علامتت  کنیمفرض می = �̃�(∗)�̃�)  و ،𝑥  متغیر

 ، بنابراین داریم:باشد �̃�ی فازی متغیر معموعه 𝑧و ،  �̃�ی فازی متغیر معموعه 𝑦و ،  �̃�ی فازی معموعه
𝑧 = (𝑥1 + 𝑦1) 𝑜𝑟 (𝑥2 + 𝑦2) 𝑜𝑟… 𝑜𝑟 (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) 

 

 𝜇𝐶(𝑧) = max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(𝑥1), 𝜇�̃�(𝑦1)] ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(𝑥2), 𝜇�̃�(𝑦2)] , … ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(𝑥𝑛), 𝜇�̃�(𝑦𝑛)]] 
 

�̃�ی فازی دو معموعته  مثال: = {(2 , 0.6), (3 , 1), (4 , �̃�و  {(0.4 = {(3 , 0.5), (4 , 0.8), (5 , را با هم  {(0.2

 جمر کنید.

① 𝑖𝑓 𝑧 < 5 ⟹ 𝜇�̃�(𝑥) = 0 
 

② 𝑖𝑓 𝑧 = 5 ⟹ 𝑧 = 2 + 3 ⟹ 𝜇𝐶(5)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(2), 𝜇�̃�(3)]] =max[𝑚𝑖𝑛[0.6 , 0.5]] = 0.5 ⟹ (5 , 0.5) 

 

③ 𝑖𝑓 𝑧 = 6 ⟹ 𝑧 = 2 + 4 = 3 + 3 ⟹ 𝜇𝐶(6)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(2), 𝜇�̃�(4)] ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(3), 𝜇�̃�(3)]]
=max[𝑚𝑖𝑛[0.6 , 0.8] ,𝑚𝑖𝑛[1 , 0.5]]= max[0.6 , 0.5] = 0.6 ⟹ (6 , 0.6) 

 

④ 𝑖𝑓 𝑧 = 7 ⟹ 𝑧 = 2 + 5 = 3 + 4 = 4 + 3 ⟹ 𝜇�̃�(7)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(2), 𝜇�̃�(5)] ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(3), 𝜇�̃�(4)] ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(4), 𝜇�̃�(3)]]
=max[𝑚𝑖𝑛[0.6 , 0.2] ,𝑚𝑖𝑛[1 , 0.8] ,𝑚𝑖𝑛[0.4 , 0.5]]= max[0.2 , 0.8 , 0.4] = 0.8
⟹ (7 , 0.8) 

 

⑤ 𝑖𝑓 𝑧 = 8 ⟹ 𝑧 = 3 + 5 = 4 + 4 ⟹ 𝜇𝐶(8)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(3), 𝜇�̃�(5)] ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(4), 𝜇�̃�(4)]]
=max[𝑚𝑖𝑛[1 , 0.2] ,𝑚𝑖𝑛[0.4 , 0.8]]= max[0.2 , 0.4] = 0.4 ⟹ (8 , 0.4) 

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
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⑥ 𝑖𝑓 𝑧 = 9 ⟹ 𝑧 = 4 + 5 ⟹ 𝜇𝐶(9)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(4), 𝜇�̃�(5)]] =max[𝑚𝑖𝑛[0.4 , 0.2]] = 0.2 ⟹ (9 , 0.2) 

 

�̃� = �̃�(+)�̃� = {(5 , 0.5), (6 , 0.6), (7 , 0.8), (8 , 0.4), (9 , 0.2)} 
 

�̃�ی فازی دو معموعه مثال: = {(2 , 0.6), (3 , 1), (4 , �̃�و  {(0.4 = {(3 , 0.5), (4 , 0.8), (5 , را از هم  {(0.2

 تهریق کنید.

① 𝑖𝑓 𝑧 < −3 ⟹ 𝜇�̃�(𝑥) = 0 
 

② 𝑖𝑓 𝑧 = −3 ⟹ 𝑧 = 2 − 5 ⟹ 𝜇𝐶(−3)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(2), 𝜇�̃�(5)]] =max[𝑚𝑖𝑛[0.6 , 0.2]] = 0.2 ⟹ (−3 , 0.2) 

 

③ 𝑖𝑓 𝑧 = −2 ⟹ 𝑧 = 2 − 4 = 3 − 5 ⟹ 𝜇�̃�(−2)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(2), 𝜇�̃�(4)] ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(3), 𝜇�̃�(5)]]
=max[𝑚𝑖𝑛[0.6 , 0.8] ,𝑚𝑖𝑛[1 , 0.2]]= max[0.6 , 0.2] = 0.6 ⟹ (−2 , 0.6) 

 

④ 𝑖𝑓 𝑧 = −1 ⟹ 𝑧 = 2 − 3 = 3 − 4 = 4 − 5 ⟹ 𝜇𝐶(−1)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(2), 𝜇�̃�(3)] ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(3), 𝜇�̃�(4)] ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(4), 𝜇�̃�(5)]]
=max[𝑚𝑖𝑛[0.6 , 0.5] ,𝑚𝑖𝑛[1 , 0.8] ,𝑚𝑖𝑛[0.4 , 0.2]]= max[0.5 , 0.8 , 0.2] = 0.8
⟹ (−1 , 0.8) 

 

⑤ 𝑖𝑓 𝑧 = 0 ⟹ 𝑧 = 3 − 3 = 4 − 4 ⟹ 𝜇𝐶(0)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(3), 𝜇�̃�(3)] ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(4), 𝜇�̃�(4)]]
=max[𝑚𝑖𝑛[1 , 0.5] ,𝑚𝑖𝑛[0.4 , 0.8]]= max[0.5 , 0.4] = 0.5 ⟹ (0 , 0.5) 

 

⑥ 𝑖𝑓 𝑧 = 1 ⟹ 𝑧 = 4 − 3 ⟹ 𝜇𝐶(1)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(4), 𝜇�̃�(3)]] =max[𝑚𝑖𝑛[0.4 , 0.5]] = 0.4 ⟹ (1 , 0.4) 

 

�̃� = �̃�(−)�̃� = {(−3 , 0.2), (−2 , 0.6), (−1 , 0.8), (0 , 0.5), (1 , 0.4)} 
 

�̃�ی فازی دو معموعه مثال: = {(2 , 0.6), (3 , 1), (4 , �̃�و  {(0.4 = {(3 , 0.5), (4 , 0.8), (5 , را در هم  {(0.2

 ضرب کنید.

① 𝑖𝑓 𝑧 < 6 ⟹ 𝜇�̃�(𝑥) = 0 
 

② 𝑖𝑓 𝑧 = 6 ⟹ 𝑧 = 2 × 3 ⟹ 𝜇𝐶(6)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(2), 𝜇�̃�(3)]] =max[𝑚𝑖𝑛[0.6 , 0.5]] = 0.5 ⟹ (6 , 0.5) 

 

③ 𝑖𝑓 𝑧 = 8 ⟹ 𝑧 = 2 × 4 ⟹ 𝜇𝐶(8)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(2), 𝜇�̃�(4)]] =max[𝑚𝑖𝑛[0.6 , 0.8]] = 0.6 ⟹ (8 , 0.6) 

 

④ 𝑖𝑓 𝑧 = 9 ⟹ 𝑧 = 3 × 3 ⟹ 𝜇𝐶(9)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(3), 𝜇�̃�(3)]] =max[𝑚𝑖𝑛[1 , 0.5] ] = 0.5 ⟹ (9 , 0.5) 

 

⑤ 𝑖𝑓 𝑧 = 10 ⟹ 𝑧 = 2 × 5 ⟹ 𝜇𝐶(10)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(2), 𝜇�̃�(5)]] =max[𝑚𝑖𝑛[0.6 , 0.2]] = 0.2 ⟹ (10 , 0.2) 
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⑥ 𝑖𝑓 𝑧 = 12 ⟹ 𝑧 = 3 × 4 = 4 × 3 ⟹ 𝜇𝐶(12)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(3), 𝜇�̃�(4)] ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(4), 𝜇�̃�(3)]]
=max[𝑚𝑖𝑛[1 , 0.8] ,𝑚𝑖𝑛[0.4 , 0.5]]= max[0.8 , 0.4] = 0.8 ⟹ (12 , 0.8) 

 

⑦ 𝑖𝑓 𝑧 = 15 ⟹ 𝑧 = 3 × 5 ⟹ 𝜇𝐶(15)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(3), 𝜇�̃�(5)]] =max[𝑚𝑖𝑛[1 , 0.2]] = 0.2 ⟹ (15 , 0.2) 

 

⑧ 𝑖𝑓 𝑧 = 16 ⟹ 𝑧 = 4 × 4 ⟹ 𝜇𝐶(16)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(4), 𝜇�̃�(4)]] =max[𝑚𝑖𝑛[0.4 , 0.8]] = 0.4 ⟹ (16 , 0.4) 

 

⑨ 𝑖𝑓 𝑧 = 20 ⟹ 𝑧 = 4 × 5 ⟹ 𝜇𝐶(20)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(4), 𝜇�̃�(5)]] =max[𝑚𝑖𝑛[0.4 , 0.2]] = 0.2 ⟹ (20 , 0.2) 

 

�̃� = �̃�(×)�̃�
= {(6 , 0.5), (8 , 0.6), (9 , 0.5), (10 , 0.2), (12 , 0.8), (15 , 0.2), (16 , 0.4), (20 , 0.2)} 

 

�̃�ی فازی دو معموعهمینیمم  مثال: = {(2 , 0.6), (3 , 1), (4 , �̃�و  {(0.4 = {(3 , 0.5), (4 , 0.8), (5 , 0.2)} 

 .بیابیدرا 

① 𝑖𝑓 𝑧 < 2 ⟹ 𝜇�̃�(𝑥) = 0 
 

② 𝑖𝑓 𝑧 = 2 ⟹ 𝑧 = 𝑀𝐼𝑁(2 , 3) = 𝑀𝐼𝑁(2 , 4) = 𝑀𝐼𝑁(2 , 5) ⟹ 𝜇𝐶(2)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(2), 𝜇�̃�(3)] ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(2), 𝜇�̃�(4)] ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(2), 𝜇�̃�(5)]]
=max[𝑚𝑖𝑛[0.6 , 0.5] ,𝑚𝑖𝑛[0.6 , 0.8] , 𝑚𝑖𝑛[0.6 , 0.2]] = max[0.5 , 0.6 , 0.2]
= 0.6 ⟹ (2 , 0.6) 

 

③ 𝑖𝑓 𝑧 = 3 ⟹ 𝑧 = 𝑀𝐼𝑁(3 , 3) = 𝑀𝐼𝑁(3 , 4) = 𝑀𝐼𝑁(3 , 5) = 𝑀𝐼𝑁(4 , 3) ⟹ 𝜇�̃�(3)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(3), 𝜇�̃�(3)] ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(3), 𝜇�̃�(4)] ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(3), 𝜇�̃�(5)] ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(4), 𝜇�̃�(3)]]
=max[𝑚𝑖𝑛[1 , 0.5] ,𝑚𝑖𝑛[1 , 0.8] , 𝑚𝑖𝑛[1 , 0.2] ,𝑚𝑖𝑛[0.4 , 0.5]] = max[0.5 , 0.8 , 0.2 , 0.4]
= 0.8 ⟹ (3 , 0.8) 

 

④ 𝑖𝑓 𝑧 = 4 ⟹ 𝑧 = 𝑀𝐼𝑁(4 , 4) = 𝑀𝐼𝑁(4 , 5) ⟹ 𝜇𝐶(4)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(4), 𝜇�̃�(4)] ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(4), 𝜇�̃�(5)]]
=max[𝑚𝑖𝑛[0.4 , 0.8] ,𝑚𝑖𝑛[0.4 , 0.2]] = max[0.4 , 0.2] = 0.4 ⟹ (4 , 0.4) 

 

�̃� = 𝑀𝐼𝑁(�̃� , �̃�) = {(2 , 0.6), (3 , 0.8), (4 , 0.4)} 
 

�̃�ی فازی ماکزیمم دو معموعه مثال: = {(2 , 0.6), (3 , 1), (4 , �̃�و  {(0.4 = {(3 , 0.5), (4 , 0.8), (5 , 0.2)} 

 را بیابید.

① 𝑖𝑓 𝑧 = 2 ⟹ 𝜇�̃�(𝑥) = 0 
 

② 𝑖𝑓 𝑧 = 3 ⟹ 𝑧 = 𝑀𝐴𝑋(2 , 3) = 𝑀𝐴𝑋(3 ,3) ⟹ 𝜇𝐶(3)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(2), 𝜇�̃�(3)] ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(3), 𝜇�̃�(3)]]
=max[𝑚𝑖𝑛[0.6 , 0.5] ,𝑚𝑖𝑛[1 , 0.5]] = max[0.5 , 0.5] = 0.5 ⟹ (3 , 0.5) 
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③ 𝑖𝑓 𝑧 = 4 ⟹ 𝑧 = 𝑀𝐴𝑋(2 , 4) = 𝑀𝐴𝑋(3 , 4) = 𝑀𝐴𝑋(4 ,3) = 𝑀𝐴𝑋(4 , 4) ⟹ 𝜇𝐶(4)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(2), 𝜇�̃�(4)] ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(3), 𝜇�̃�(4)] ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(4), 𝜇�̃�(3)] ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(4), 𝜇�̃�(4)]]
=max[𝑚𝑖𝑛[0.6 , 0.8] ,𝑚𝑖𝑛[1 , 0.8] ,𝑚𝑖𝑛[0.4 , 0.5] ,𝑚𝑖𝑛[0.4 , 0.8]]
= max[0.6 , 0.8 , 0.4 , 0.4] = 0.8 ⟹ (4 , 0.8) 

 

④ 𝑖𝑓 𝑧 = 5 ⟹ 𝑧 = 𝑀𝐴𝑋(2 , 5) = 𝑀𝐴𝑋(3 , 5) = 𝑀𝐴𝑋(4 , 5) ⟹ 𝜇𝐶(5)
= max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(2), 𝜇�̃�(5)] ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(3), 𝜇�̃�(5)] ,𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(4), 𝜇�̃�(5)]]
=max[𝑚𝑖𝑛[0.6 , 0.2] ,𝑚𝑖𝑛[1 , 0.2] ,𝑚𝑖𝑛[0.4 , 0.2]] = max[0.2 , 0.2 , 0.2] = 0.2
⟹ (5 , 0.2) 

 

�̃� = 𝑀𝐴𝑋(�̃� , �̃�) = {(3 , 0.5), (4 , 0.8), (5 , 0.2)} 
 

 ایمعکوس عدد بازی نکته:

𝐴−1 =
1

𝐴
=
[1        1]

[𝑎1     𝑎2]
= [
1

𝑎2
     
1

𝑎1
] 

 

𝐴ای معکوس عدد بازی مثال: =  را بیابید. [4     2]

𝐴−1 =
1

𝐴
=
[1     1]

[2     4]
= [
1

4
     
1

2
] 

 

 ی فازیمعموعهمعکوس  نکته:

�̃�−1 =
1

�̃�
=
{(1 , 1)}

�̃�
 

 

�̃�ی فازی معکوس معموعه مثال: = {(2 , 0.6), (3 , 1), (4 ,  را بیابید. {(0.8

① 𝑖𝑓 𝑦 =
1

𝑥
⟹ 𝑦 =

1

2
⟹ 𝜇𝐶 (

1

2
) = max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(2)]] =max[𝑚𝑖𝑛[0.6]] = 0.6 ⟹ (

1

2
 , 0.6) 

 

② 𝑖𝑓 𝑦 =
1

𝑥
⟹ 𝑦 =

1

3
⟹ 𝜇𝐶 (

1

3
) = max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(3)]] =max[𝑚𝑖𝑛[1]] = 1 ⟹ (

1

3
 , 1) 

 

③ 𝑖𝑓 𝑦 =
1

𝑥
⟹ 𝑦 =

1

4
⟹ 𝜇𝐶 (

1

4
) = max[𝑚𝑖𝑛[𝜇�̃�(4)]] =max[𝑚𝑖𝑛[0.8]] = 0.8 ⟹ (

1

4
 , 0.8) 

 

�̃�−1 =
1

�̃�
=
{(1 , 1)}

�̃�
=

{(1 , 1)}

{(2 , 0.6), (3 , 1), (4 , 0.8)}
= {(

1

2
 , 0.6) , (

1

3
 , 1) , (

1

4
 , 0.8)} 

 

 فازی اعدادبر روی ریاضی عملیات 

 مثلثی جمع دو عدد فازیحاصل

�̃�جمر دو عتتدد فتتازی ملللی کنیم حتتاصتتتتلفرض می = (𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3)  و�̃� = (𝑏1 , 𝑏2 , 𝑏3) برابر بتتا 

�̃� = (𝑐1 , 𝑐2 , 𝑐3) باشد. 
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 داریم: های فازیی معموعهاصل تعزیه گهتیم که طبققبلاً 

�̃� = ⋃𝛼𝐴𝛼    ,     𝛼 ∈ [0,1] 
 

�̃�ی فازی اگر معموعه = {(1 , 0.2), (2 , 0.4), (3 , 1), (4 ,  گای داریم:را داشته باشیم، آن {(0.2

𝑖𝑓 (𝛼 = 0.2) ⟹ 𝐴𝛼 = 𝐴0.2 = {1 , 2 , 3 , 4}   ,
𝛼𝐴𝛼 = 0.2𝐴0.2 = {(1 , 0.2), (2 , 0.2), (3 , 0.2), (4 , 0.2)} 

 

𝑖𝑓 (𝛼 = 0.4) ⟹ 𝐴𝛼 = 𝐴0.4 = {2 , 3}   ,   𝛼𝐴𝛼 = 0.4𝐴0.4 = {(2 , 0.4), (3 , 0.4)} 
 

𝑖𝑓 (𝛼 = 1) ⟹ 𝐴𝛼 = 𝐴1 = {3}   ,   𝛼𝐴𝛼 = 1𝐴1 = {(3 , 1)} 
دانیم . میی قبل نشان دادی شدی است با هم جمر کنیمرا که در نمودار صهحه �̃�و  �̃�دو عدد فازی ملللی  خواهیممی

بایست این نهایت عدد وجود دارد. بنابراین میای هستند، بیهای پیوستته که بازی [𝑏1     𝑏3]و  [𝑎1     𝑎3]های که بین بازی

را بر روی نمودار جمر حاصتتتلی نمودی و نقطهبه ترتیب با هم جمر را های مذکور وجود دارند نهتایتت عددی که بین بازی  بی

ها را از این بازی نقا  خاصبدستتت آید که عملاً کار غیرممکنی استتت؛ لذا تعدادی از  نهاییدر نهایت شتتکل تا مشتتخص کنیم 

شدی بر روی کنیم. سپس نقا  مشخصجمر را بر روی نمودار مشتخص می حاصتل ی نقطهو  نمودیو با هم جمر  کردیانتخاب 

 تقریباً مشخص شود.جمر کنیم تا شکل حاصلنمودار را به هم وصل می

�̃�𝛼طبق فرمول  = [𝛼(𝑎2 − 𝑎1) + 𝑎1     𝛼(𝑎2 − 𝑎3) + 𝑎3] :داریم 

�̃�0 = [0 × (𝑎2 − 𝑎1) + 𝑎1     0 × (𝑎2 − 𝑎3) + 𝑎3] = [𝑎1     𝑎3] 
 

�̃�0 = [0 × (𝑏2 − 𝑏1) + 𝑏1     0 × (𝑏2 − 𝑏3) + 𝑏3] = [𝑏1     𝑏3] 
 

① �̃�0 = (𝐴0(+)𝐵0̃ )= �̃�0(+)�̃�0 = [𝑎1 + 𝑏1     𝑎3 + 𝑏3] 
 

�̃�1 = [1 × (𝑎2 − 𝑎1) + 𝑎1     1 × (𝑎2 − 𝑎3) + 𝑎3] = [𝑎2     𝑎2] 
 

�̃�1 = [1 × (𝑏2 − 𝑏1) + 𝑏1     1 × (𝑏2 − 𝑏3) + 𝑏3] = [𝑏2     𝑏2] 
 

② �̃�1 = (𝐴1(+)𝐵1̃ )= �̃�1(+)�̃�1 = [𝑎2 + 𝑏2     𝑎2 + 𝑏2] = [𝑎2 + 𝑏2] 
 

�̃� و ② و ① = (𝑐1 , 𝑐2 , 𝑐3) ⟹ 𝑐1 = 𝑎1 + 𝑏1   ,   𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2   ,   𝑐3 = 𝑎3 + 𝑏3 
 

�̃� = �̃�(+)�̃� = (𝑎1 + 𝑏1 , 𝑎2 + 𝑏2 , 𝑎3 + 𝑏3) 
 

 

0 

1 

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑏1 𝑏2 𝑏3 𝑐1 𝑐3 𝑐2 

�̃� �̃� �̃� 

𝜇
�̃�
(𝑥) 

𝑥 
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 مثلثی دو عدد فازی تفریقحاصل

�̃�تهریق دو عدد فازی ملللی حاصتتتل = (𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3)  و�̃� = (𝑏1 , 𝑏2 , 𝑏3)  برابر با�̃� = (𝑑1 , 𝑑2 , 𝑑3) 

 شود:جمر دو عدد فازی ملللی به صورج زیر حساب میاست که همانند حاصل

�̃� = �̃�(−)�̃� = (𝑎1 − 𝑏3 , 𝑎2 − 𝑏2 , 𝑎3 − 𝑏1) 
 

 تهریق دو عدد فازی ملللی، یک عدد فازی ملللی است.جمر و حاصلحاصل نکته:
 

توان تقستیم دو عدد فازی ملللی، یک عدد فازی ملللی نیستتت؛ ولیکن به عنوان یک تقریب می ضترب و حاصتل  حاصتل  نکته:

 آیند.های آن به صورج زیر بدست میفرض نمود که حاصل یک عدد فازی ملللی است و مؤلهه

�̃� = �̃� × �̃� = (𝑎1 × 𝑏1 , 𝑎2 × 𝑏2 , 𝑎3 × 𝑏3) 
 

�̃� =
�̃�

�̃�
= (
𝑎1
𝑏3
 ,
𝑎2
𝑏2
 ,
𝑎3
𝑏1
) 

 

 

 

 

 

 

 

𝑒1 = 𝑎1𝑏1   ,   𝑒2 = 𝑎2𝑏2   ,   𝑒3 = 𝑎3𝑏3 
 

 مقدار مینیمم و ماکزیمم دو عدد فازی ملللی، الزاماً یک عدد فازی ملللی نیست. نکته:
 

 .شوندروی اعداد فازی تعریف می 𝑀𝐴𝑋و  𝑀𝐼𝑁ی، و عملگرهای روی اعداد حقیق 𝑚𝑎𝑥و  𝑚𝑖𝑛 عملگرهای نکته:
 

,𝑀𝐼𝑁(�̃�اثباج شدی است که حاصل  نکته: �̃�)  و𝑀𝐴𝑋(�̃�, �̃�) .یک عدد فازی است 

 

 

 

 

 

 

 دو عدد فازی 𝑀𝐼𝑁عملگر ( شکل الف)

 

 

 

0 

1 

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑏1 𝑏2 𝑏3 
𝑒1 

𝑒3 
𝑒2 

�̃� �̃� �̃� 

0 

1 
�̃� �̃� 

𝑀𝐼𝑁(�̃�, �̃�) 

𝜇
�̃�
(𝑥) 

𝑥 

𝜇
�̃�
(𝑥) 

𝑥 
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 باشدکه اشتراک دو عدد فازی می 𝑚𝑖𝑛عملگر ( شکل ب)

 

 

 

 

 

 

 

 دو عدد فازی 𝑀𝐴𝑋عملگر ( شکل ج)

 

 

 

 

 

 

 

 باشددو عدد فازی می جتماعکه ا 𝑚𝑎𝑥عملگر ( دشکل )
 

 ای است.ای، یک عدد فازی ذوزنقهتهریق دو عدد فازی ذوزنقهجمر و حاصلحاصل نکته:
 

ای نیستتت؛ ولیکن به عنوان یک تقریب ای، یک عدد فازی ذوزنقهتقستتیم دو عدد فازی ذوزنقهضتترب و حاصتتلحاصتتل نکته:

 ای است.ذوزنقهتوان فرض نمود که حاصل یک عدد فازی شبهمی

 

 

 

 

 

 

0 

1 
�̃� �̃� 

𝑚𝑖𝑛: (�̃� ∩ �̃�) 

0 

1 
�̃� �̃� 

𝑀𝐴𝑋(�̃�, �̃�) 

0 

1 
�̃� �̃� 

𝑚𝑎𝑥: (�̃� ∪ �̃�) 

0 

1 

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑏1 𝑏2 𝑏3 𝑒1 𝑒3 𝑒2 

�̃� �̃� �̃� 

𝑎4 𝑏4 𝑒4 

𝜇
�̃�
(𝑥) 

𝑥 

𝜇
�̃�
(𝑥) 

𝑥 

𝜇
�̃�
(𝑥) 

𝑥 

𝜇
�̃�
(𝑥) 

𝑥 



45 

 

 ای نیست.ای، الزاماً یک عدد فازی ذوزنقهمقدار مینیمم و ماکزیمم دو عدد فازی ذوزنقه نکته:
 

 (Probability Theory) تئوری احتمال

𝐴در پرتاب یک تاس، احتمال پیشامدهای  مثال: = {1} ، 𝐵 = {1 , 𝐴و  {2 ∪ 𝐵 چقدر است؟ 

𝑆( در پرتاب تاس Sample Spaceضای نمونه )ف جواب: = {1 , 2 , 3 , 4 , 5 , باشد. بنابراین احتمال پیشامدهای می {6

𝐴 = {1}  ،𝐵 = {1 , 2}  ،𝐶 = {3 , 𝐵 و {4 ∪ 𝐶 باشد:به صورج زیر می 

𝑃(𝐴) =
𝑛(𝐴)

𝑛(𝑆)
=
1

6
 

 

𝑃(𝐵) =
𝑛(𝐵)

𝑛(𝑆)
=
2

6
=
1

3
 

 

𝑃(𝐶) =
𝑛(𝐶)

𝑛(𝑆)
=
2

6
=
1

3
 

 

𝐵 ∪ 𝐶 = {1 , 2 , 3 , 4} 
 

𝑃(𝐵 ∪ 𝐶) =
𝑛(𝐵 ∪ 𝐶)

𝑛(𝑆)
=
4

6
=
2

3
𝑃(𝐵     یا      ∪ 𝐶) =

1

3
+
1

3
=
2

3
 

 

𝑃(𝑆) نکته: =
𝑛(𝑆)

𝑛(𝑆)
=
6

6
= 1 

 

0 نکته: ≤ 𝑃(𝐴) ≤ 1 
 

, A1اگر پیشتتامدهای  نکته: A2 , … , A𝑛   دو به دو با هم ناستتازگار باشتتند )اشتتتراک نداشتتته باشتتند(، احتمال اجتماع این

 های هر پیشامد است.پیشامدها معادل با معموع احتمال

∀ i, j     A𝑖 ∩ A𝑗 = 𝜙    ∶      𝑃 (⋃A𝑖
𝑖

) =∑𝑃(A𝑖)

𝑖

 

 

, A1اگر پیشتامدهای   نکته: A2 , … , A𝑛      دو به دو با هم ناستازگار باشتند )اشتتراک نداشتته باشتتند(، احتمال اشتراک این

 های هر پیشامد است.پیشامدها معادل با ضرب احتمال

∀ i, j     A𝑖 ∩ A𝑗 = 𝜙   ∶      𝑃 (⋂A𝑖
𝑖

) =∏𝑃(A𝑖)

𝑖

 

 

𝑖𝑓 (⋃A𝑖
𝑖

= 𝑆)     ∶      𝑃 (⋃A𝑖
𝑖

) = 1 

 

 (Possibility Theoryتئوری امکان )

𝜇تتابر عضتتتویت  
�̃�

تعریف کرد.  𝑋ی جهانی روی معموعه 𝐴ی توان به عنوان تابر توزیر امکان برای معموعهرا می 

𝜇به عنوان  𝑥امکان عنصر 
�̃�
(𝑥) ی فازی ها معموعهشود و این امکانمشخص می�̃� د.نکنرا تعریف می 
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 1بایست با مقدار ها مین احتمالشود و معموع ایتعریف می 𝑆ی روی فضتای نمونه  𝑃دانیم که توزیر احتمال ما می

شتتود، اما محدودیتی برای معموع این تعریف می 𝑋ی جهانی مستتاوی باشتتد. در همین حال، توزیر امکان روی یک معموعه 

 ها وجود ندارد.نامکا

0 ≤ 𝜇
�̃�
(𝑥) ≤ 1 

 

∑𝜇
�̃�𝑖
(𝑥)

𝑖

⟶  نامحدود

 

 را در ن ر بگیرید.« خوردمرغ میتخم 𝑋شخصی در صبحانه »عبارج  مثال:

𝑋 = {1 , 2 , … } 
𝜇قابل ارائه است. تابر توزیر امکان  𝑋طور یک تابر توزیر احتمال برای یک تابر توزیر امکان و همین

�̃�
(𝑢) تواند می

زمانی بدست  𝑃𝑥(𝑢)که توزیر احتمال تعبیر شتود، در حالی « مرغ در صتبحانه تخم 𝑢بودن خوردن ی آستان درجه»به عنوان 

 ها محاسبه شوند.فراوانیو آوری روز جمر 1۱۱مللاً برای  ،مرغ توستط آن شخص آید که مشتاهداج مربو  به خوردن تخم می

𝜇مقادیر 
�̃�
(𝑢)  و𝑃𝑥(𝑢) تواند به صورج زیر نمایش دادی شود.می 

 

1          2          3          4            5             6              7             8 𝑢 
 

1          1          1          1          0.8          0.6          0.4          0.2 𝜇
�̃�
(𝑢) 

0.7     0.2       0.1        0           0              0             0              0 𝑃𝑥(𝑢) 
 

توان به عنوان کران کنند. امکان را میها عدم قطعیت را توصیف میامکان و احتمال یک چیز مشترک دارند: هر دوی آن نکته:

 ی زیر را دارند.رابطه 𝐴یک پیشامد  𝑃(𝐴)و احتمال  𝜇(𝐴)ارزش احتمال در ن ر گرفت؛ یعنی امکان بالای 
𝜇(𝐴) ≥ 𝑃(𝐴) 

 

ی ندیدهبالابودن امکان دلیلی بر بالابودن احتمال نیستتتت، اما بالابودن احتمال نشتتتانتوان نتیعه گرفت که میپس  نکتته: 

 بالابودن امکان وقوع پیشامد است.
 

, A1اگر پیشتتامدهای  نکته: A2 , … , A𝑛    دو به دو با هم ناستتازگار باشتتند )اشتتتراک نداشتتته باشتتند(، امکان اجتماع این

 پیشامدها ارزش ماکزیمم را دارد.

∀ i, j     A𝑖 ∩ A𝑗 = 𝜙    ∶      𝜇 (⋃A𝑖
𝑖

) = 𝑚𝑎𝑥(𝜇(A𝑖)) 

 

 

, A1اگر پیشتتامدهای  نکته: A2 , … , A𝑛   دو به دو با هم ناستتازگار باشتتند )اشتتتراک نداشتتته باشتتند(، امکان اشتتتراک این

 م را دارد.مپیشامدها ارزش مینی

∀ i, j     A𝑖 ∩ A𝑗 = 𝜙    ∶      𝜇 (⋂A𝑖
𝑖

) = 𝑚𝑖𝑛(𝜇(A𝑖)) 
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 (Necessity) الزاممفهوم ضرورت یا 

بودن وقوع یک پیشامد استهادی احتمال، تنها از یک عدد )احتمال( برای توصیف میزان محتمل یکه در ن ریهحالی در

برای هر یا الزام یک پیشامد. میزان ضرورج یا الزام ضرورج -2امکان و -1کند؛ امکان از دو مههوم استهادی می یشود، ن ریهمی

 :شودبه صورج زیر تعریف می،  𝐴ی معموعه

𝑛𝑒𝑐(𝐴) = 1 − امکان وقوع پیشامدهای متمم = 1 − 𝑝𝑜𝑠 (⋃A̅𝑖
𝑖

) 

 

,min[𝑛𝑒𝑐(𝐴) نکته: 𝑛𝑒𝑐(⋃ A̅𝑖𝑖 )] = ⋃)𝑛𝑒𝑐یا  𝑛𝑒𝑐(𝐴)؛ چون یکی از مقادیر  0 A̅𝑖𝑖  باشد.صهر می (
 

 باشد.می 1وقوع آن برابر با  گای امکانتر از صهر باشد، آناگر الزام وجود یک پیشامد بزرگ نکته:

𝑛𝑒𝑐(𝐴) > 0 ⟹ 𝑝𝑜𝑠(𝐴) = 1 
 

 باشد.گای الزام وجود آن برابر با صهر می، آن)امکانش قطعی نباشد( باشد 1تر از اگر امکان وقوع یک پیشامد کوچک نکته:

𝑝𝑜𝑠(𝐴) < 1 ⟹ 𝑛𝑒𝑐(𝐴) = 0 
 

 (Fuzziness of Fuzzy Setی فازی )بودن مجموعهمیزان فازی

 گیریم و داریم:را در ن ر می Ãی فازی های مختلهی از معموعهرا داریم. میزان تعلق Ãی فازی کنیم معموعهفرض می

𝑖𝑓 𝜇
�̃�
(𝑥) = 1 ⟹  تعلق ابهام ندارد

 

𝑖𝑓 𝜇
�̃�
(𝑥) = 0.8 ⟹  تعلق مقداری ابهام دارد

 

𝑖𝑓 𝜇
�̃�
(𝑥) = 0.5 ⟹  تعلق بیشترین ابهام را دارد

 

𝑖𝑓 𝜇
�̃�
(𝑥) = 0.2 ⟹  تعلق مقداری ابهام دارد

 

𝑖𝑓 𝜇
�̃�
(𝑥) = 0 ⟹  تعلق ابهام ندارد

 

 بودن باید مقدار صهر داشته باشد.که معموعه کلاسیک است، میزان فازیزمانی نکته:
 

𝑖𝑓 (𝜇                                               نکته:
�̃�
(𝑥) , 𝜇

�̃�
(𝑥)) ≥ 0.5   ,   𝜇

�̃�
(𝑥) ≤ 𝜇

�̃�
(𝑥) ⟹  𝐴 فازیتر از 𝐵 است

 

𝑖𝑓 (𝜇                                               نکته:
�̃�
(𝑥) , 𝜇

�̃�
(𝑥)) ≤ 0.5   ,   𝜇

�̃�
(𝑥) ≥ 𝜇

�̃�
(𝑥) ⟹  𝐴 فازیتر از 𝐵 است

 

�̃�های فتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتازی  ر معمتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتوعهتتتتتاگتتتتت مثال: = {(1 , 0.2), (2 , 0), (3 , 0.9), (4 ,  و {(1

�̃� = {(1 , 0.4), (2 , 0.2), (3 , 0.8), (4 ,  �̃�ی فازی از معموعه �̃�ی فازی گوییم معموعهرا داشته باشیم، می {(0.5

 باشد.می ترفازی �̃�ی فازی از معموعه �̃�ی فازی تکِ اعضار دو معموعه با هم، معموعهی تکاست؛ چون در مقایسه ترفازی
 

تر از ی اول فازیگای معموعهآن ی دیگری باشتتتد،ای بیشتتتتر از معموعه( معموعهEntropyن می یا آنتروپیِ )اگر بی نکته:

 باشد.ی دوم میمعموعه
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 (Linguistic Variablesمتغیرهای زبانی )

 گیرد.یک نام یا شناسه است که مقدار عددی در آن قرار می متغیر عددی:
 

𝑥                                                                 مثال: = 2 
 

غیرهای مت توانند متغیرهای زبانی باشتتتند.گیرد. متغیرهای فازی مییک مقدار زبانی به آن تعلق می :)کلامی( متغیر زبتانی 

 شود.زبانی به مهاهیم زبانی، مانند: خیلی کوچک، متوسط، بزرگ و ... گهته می
 

 مقدار زبانی است.« سرد»متغیر زبانی و « هوا»بگیرید. را در ن ر « .هوا سرد است»ی جمله مثال:

 است. سرد هوا

 
 

 مقدار زبانی است.« خیلی سرد»متغیر زبانی و « هوا»را در ن ر بگیرید. « هوا خیلی سرد است.»ی جمله مثال:

 است. سردخیلی  هوا

 
 

 به عنوان تأکید استهادی شدی است.« خیلی»ی کلمه
 

مقدار زبانی است « سرد یا خیلی سرد»متغیر زبانی و « هوا»را در ن ر بگیرید. « هوا سترد یا خیلی سرد است. »ی جمله مثال:

 باشد.که ترکیبی از مقادیر زبانی می

 است. یا خیلی سرد سرد هوا

 
 

 

در تعیین تابر عضویت متغیرهای زبانی، یکی از متغیرها به عنوان متغیر پایه فرض شدی و تابر عضویت برای آن متغیر 

 آید.بدست میزبانی  hedgeشدن اضافهشود. سپس تابر عضویت سایر مقادیر زبانی با تعیین می

ℎ𝑒𝑑𝑔𝑒 زبانی =

{
 
 
 
 

 
 
 
 
�̃�                                    

�̃�2                          خیلی

�̃�4                  خیلی خیلی

�̃�
1
کم و بیش ، نسبتاً          2

�̃�
1
کمی                           3

1 − �̃�              �̃� برعکس

 

 

 تواند شامل حروف ربط )و، یا( نیز باشد.مقدار زبانی می نکته:
 

 گیریم.یک تعریف دلخوای از هوای سرد را به صورج زیر در ن ر می مثال:

(سرد)  𝑐𝑜𝑙𝑑 = {(0℃ , 1), (10℃ , 0.8), (20℃ , 0.6), (30℃ , 0.2), (40℃ , 0)} 

 کنیم.حال تابر عضویت سایر مقادیر زبانی را حساب می

 مقدار عددی متغیر عددی

 متغیر زبانی مقدار زبانی

 متغیر زبانی مقدار زبانی

 متغیر زبانی مقدار زبانی
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(خیلی سرد)  𝑣𝑒𝑟𝑦 𝑐𝑜𝑙𝑑 = {(0℃ , 1), (10℃ , 0.64), (20℃ , 0.36), (30℃ , 0.04), (40℃ , 0)} 
 

(خیلی خیلی سرد)  𝑣𝑒𝑟𝑦 𝑣𝑒𝑟𝑦 𝑐𝑜𝑙𝑑

= {(0℃ , 1), (10℃ , 0.4096), (20℃ , 0.1296), (30℃ , 0.0016), (40℃ , 0)} 
 

 

 

 

 

 

 
 

(کم و بیش سرد ، نسبتاً سرد)  relatively 𝑐𝑜𝑙𝑑

= {(0℃ , 1), (10℃ , 0.89), (20℃ , 0.77), (30℃ , 0.45), (40℃ , 0)} 
 

(کمی سرد)  slightly 𝑐𝑜𝑙𝑑 = {(0℃ , 1), (10℃ , 0.93), (20℃ , 0.84), (30℃ , 0.58), (40℃ , 0)} 

 

 

 

 

 

 

 
 

(گرم)  ℎ𝑜𝑡 = {(0℃ , 0), (10℃ , 0.2), (20℃ , 0.4), (30℃ , 0.8), (40℃ , 1)} 
 

(خیلی گرم)  𝑣𝑒𝑟𝑦 hot = {(0℃ , 0), (10℃ , 0.04), (20℃ , 0.16), (30℃ , 0.64), (40℃ , 1)} 

 

 

 

 

 

 

 
 

1 

0 10 20 30 40 

𝜇
𝐶
(𝑥) 

𝑥 

 سرد

 خیلی سرد

 خیلی خیلی سرد

1 

0 10 20 30 40 

𝜇
𝐶
(𝑥) 

𝑥 

 سرد

 نسبتاً سرد

 کمی سرد

1 

0 10 20 30 40 

𝜇
𝐶
(𝑥) 

𝑥 

 گرم

 خیلی گرم
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 را حساب کنید.« هوا گرم یا کمی سرد است»تابر عضویت مقدار زبانی  مثال:

 ها اجتماعاستهادی شدی است، بنابراین باید بین آن "یا"از حرف ربط  "کمی سترد "و  "گرم"چون بین دو مقدار زبانی  جواب:

 بگیریم.

(گرم)  ℎ𝑜𝑡 = {(0℃ , 0), (10℃ , 0.2), (20℃ , 0.4), (30℃ , 0.8), (40℃ , 1)} 
 

(کمی سرد)  slightly 𝑐𝑜𝑙𝑑 = {(0℃ , 1), (10℃ , 0.93), (20℃ , 0.84), (30℃ , 0.58), (40℃ , 0)} 
 

(گرم یا کمی سرد)  ℎ𝑜𝑡 𝑜𝑟 𝑠𝑙𝑖𝑔ℎ𝑡𝑙𝑦 𝑐𝑜𝑙𝑑

= {(0℃ , 1), (10℃ , 0.93), (20℃ , 0.84), (30℃ , 0.8), (40℃ , 1)} 
 

 را حساب کنید.« هوا گرم یا سرد است»تابر عضویت مقدار زبانی  مثال:

 یم.ها اجتماع بگیراستهادی شدی است، بنابراین باید بین آن "یا"از حرف ربط  "سرد"و  "گرم"چون بین دو مقدار زبانی  جواب:

(گرم)  ℎ𝑜𝑡 = {(0℃ , 0), (10℃ , 0.2), (20℃ , 0.4), (30℃ , 0.8), (40℃ , 1)} 
 

(سرد)  𝑐𝑜𝑙𝑑 = {(0℃ , 1), (10℃ , 0.8), (20℃ , 0.6), (30℃ , 0.2), (40℃ , 0)} 
 

(گرم یا سرد)  ℎ𝑜𝑡 𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑙𝑑 = {(0℃ , 1), (10℃ , 0.8), (20℃ , 0.6), (30℃ , 0.8), (40℃ , 1)} 
 

 را حساب کنید.« هوا گرم و خیلی گرم است»تابر عضویت مقدار زبانی  مثال:

اک شترها ااستتهادی شدی است، بنابراین باید بین آن  "و"از حرف ربط  "خیلی گرم"و  "گرم"چون بین دو مقدار زبانی  جواب:

 بگیریم.

(گرم)  ℎ𝑜𝑡 = {(0℃ , 0), (10℃ , 0.2), (20℃ , 0.4), (30℃ , 0.8), (40℃ , 1)} 
 

(خیلی گرم)  𝑣𝑒𝑟𝑦 hot = {(0℃ , 0), (10℃ , 0.04), (20℃ , 0.16), (30℃ , 0.64), (40℃ , 1)} 
 

(گرم و خیلی گرم)  ℎ𝑜𝑡 𝑎𝑛𝑑 𝑣𝑒𝑟𝑦 ℎ𝑜𝑡

= {(0℃ , 0), (10℃ , 0.04), (20℃ , 0.16), (30℃ , 0.64), (40℃ , 1)} 
 

 را حساب کنید.« هوا گرم و سرد است»تابر عضویت مقدار زبانی  مثال:

 یریم.بگشتراک ها ااستهادی شدی است، بنابراین باید بین آن "و"از حرف ربط  "سرد"و  "گرم"چون بین دو مقدار زبانی  جواب:

(گرم)  ℎ𝑜𝑡 = {(0℃ , 0), (10℃ , 0.2), (20℃ , 0.4), (30℃ , 0.8), (40℃ , 1)} 
 

(سرد)  𝑐𝑜𝑙𝑑 = {(0℃ , 1), (10℃ , 0.8), (20℃ , 0.6), (30℃ , 0.2), (40℃ , 0)} 
 

(گرم و سرد)  ℎ𝑜𝑡 𝑎𝑛𝑑 𝑐𝑜𝑙𝑑 = {(0℃ , 0), (10℃ , 0.2), (20℃ , 0.4), (30℃ , 0.2), (40℃ , 0)} 
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را بتته صتتتورج  "خشتتتک"تتتابر عضتتتویتتت مقتتدار زبتتانی و میزان رطوبتتت هوا را  ی فتتازیاعضتتتای معموعتتهاگر  مثتال: 

(خشک)  𝑑𝑟𝑦 = {(60 , 1), (70 , 0.8), (80 , 0.6), (90 , 0.3), (95 , تتابر عضتتتویتت مقدار   تعریف کنیم،  {(0

  .را حساب کنید« هوا خیلی گرم و کمی خشک است»زبانی 

ها استهادی شدی است، بنابراین باید بین آن "و"از حرف ربط  "کمی خشتک "و  "گرمخیلی "چون بین دو مقدار زبانی  جواب:

 ها اشتراک گرفتتوان بین آنجنس نیستند، پس نمیاما دمای هوا و رطوبت هوا هم ؛بگیریمشتراک ا

(خیلی گرم)  𝑣𝑒𝑟𝑦 hot = {(0℃ , 0), (10℃ , 0.04), (20℃ , 0.16), (30℃ , 0.64), (40℃ , 1)} 
 

(کمی خشک)  slightly 𝑑𝑟𝑦 = {(60 , 1), (70 , 0.93), (80 , 0.84), (90 , 0.67), (95 , 0)} 
 

 (Mathematical Logic) منطق ریاضی

 گزاری عبارتی است که ارزش آن درست یا نادرست است. گزاره:
 

 یک متغیر که معرف یک گزاری است. متغیر منطقی:

𝑝 ∶ 0} امروز جمعه است
1

 
 

𝑞 ∶ 0} فردا تعطیل نیست
1

 

 

�̅� = 1 − 𝑝 𝑝 
1 0 

0 1 
 

~𝑝 ∨ (𝑝 ∧ 𝑞) ~𝑝 ∨ 𝑞 𝑝 ⟶ 𝑞 𝑝 ∧ 𝑞 𝑝 ∨ 𝑞 ~𝑝 𝑞 𝑝 
1 1 1 0 0 1 0 0 

1 1 1 0 1 1 1 0 

0 0 0 0 1 0 0 1 

1 1 1 1 1 0 1 1 

 بنابراین داریم:

𝑝 ⟶ 𝑞 ⟺ ~𝑝 ∨ 𝑞 ⟺ ~𝑝 ∨ (𝑝 ∧ 𝑞) 
 

 منطقی هایارزیقوانین هم

 قوانین جابعایی -1

𝑝 ∧ 𝑞 ≡ 𝑞 ∧ 𝑝 
 

𝑝 ∨ 𝑞 ≡ 𝑞 ∨ 𝑝 
 

 پذیریقوانین شرکت -2

(𝑝 ∧ 𝑞) ∧ 𝑟 ≡ 𝑝 ∧ (𝑞 ∧ 𝑟) 
 

(𝑝 ∨ 𝑞) ∨ 𝑟 ≡ 𝑝 ∨ (𝑞 ∨ 𝑟) 
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 قوانین توزیر پذیری -3
𝑝 ∧ (𝑞 ∨ 𝑟) ≡ (𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (𝑝 ∧ 𝑟) 

 

𝑝 ∨ (𝑞 ∧ 𝑟) ≡ (𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (𝑝 ∨ 𝑟) 
 

 

 قوانین جذب -4

𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) ≡ 𝑝 
 

𝑝 ∨ (𝑝 ∧ 𝑞) ≡ 𝑝 
 

 

 قوانین دمورگان -5

~(𝑝 ∧ 𝑞) ≡ ~𝑝 ∨ ~𝑞 
 

~(𝑝 ∨ 𝑞) ≡ ~𝑝 ∧ ~𝑞 
 

 

 قوانین متمم -6

𝑝 ∧ ~𝑝 ≡ 0 
 

𝑝 ∨ ~𝑝 ≡ 1 
 

 (Predicate Logic) منطق محمول

در  مستتندو  نهادگذاری به جای کنند. این نامتقستتیم می محمولو  موضتتوعدر منطق قدیم، هر گزاری را به دو بخش 

 رود.ادبیاج به کار می
 

 است. مرد علی مثال:

 
 

 است. تعطیل امروز مثال:

 
 

 .شود، سور عمومی نام داردخواندی می "به ازای هر"که به صورج  ∀ نماد ای،منطق گزاریدر نمادگذاری برای  :سور عمومی
 

 .نام دارد وجودیشود، سور خواندی می "وجود دارد"که به صورج  ∃ نمادای، منطق گزاریدر نمادگذاری برای  :وجودیسور 
 

 است. ایرانی ملایری هر مثال:

 

 
 

 .هستند لر هاایرانی بعضی مثال:

 

 
 

 محمول موضوع

 محمول موضوع

 موضوع
 )یک معموعه(

 سور محمول
 عمومی

 موضوع
 )یک معموعه(

 سور محمول
 وجودی
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ای خبری استت که شامل یک یا چند متغیر  نما جملهنما در واقر ستاختمانی شتبیه یک گزاری دارد. یک گزاری  گزاری نما:گزاره

بودن یا مقدار درستتتت .شتتتودتبدیل به یک گزاری مینما استتتت و بته ازار قراردادن مقتادیر مختلف بته جای متغیر آن، گزاری   

و متغیر آن در منطق کلاستتیک  محمول معادل نما تقریباًگزارینما بستتتگی به مقدار متغیرهای آن دارد. بودن گزارینادرستتت

 را به صورجنما با دو متغیر و یک گزاری 𝑃(𝑥) را به صتورج  𝑥 نما شتامل یک متغیر چون یک گزاری .باشتد معادل موضتوع می 

𝑃(𝑥, 𝑦) دهیمنشان می. 

𝑃(𝑥) 
 

 

 .است 𝑥 نما شامل متغیر عددییک گزاری« د استمر 𝑥»عبارج  مثال:
 

 ی منطقیبیان تبدیل سور عمومی به صورج یک رابطه نکته:

𝐼 (⋂𝑚𝑖

𝑀

1

) ⟺ 𝐼(𝑚1) ∧ 𝐼(𝑚2) ∧ 𝐼(𝑚3) ∧ …∧ 𝐼(𝑚𝑀) 

 هر ملایری ایرانی است. مثال:

 ملایری پیدا کنیم که ایرانی نباشد، این عبارج صحیح نیست.اگر حتی یک 
 

 ی منطقیبه صورج یک رابطه وجودیبیان تبدیل سور  نکته:

𝐿 (⋂𝑟𝑖

𝑅

1

) ⟺ 𝐿(𝑟1) ∨ 𝐿(𝑟2) ∨ 𝐿(𝑟3) ∨ …∨ 𝐿(𝑟𝑅) 

 .ها لر هستندایرانی بعضی مثال:

 .استباشد، این عبارج صحیح  لرپیدا کنیم که  ایرانیاگر حتی یک 
 

توان یبودن را مبودن یا نادرستتوان گهت که یک عبارج درست یا نادرست است، بلکه میزان درستدر منطق فازی نمی نکته:

 بیان کرد.
 

 را در ن ر بگیرید.« است. سرد هوادمای »عبارج  مثال:

 

(سرد)  𝑐𝑜𝑙𝑑 = {(0℃ , 1), (10℃ , 0.8), (20℃ , 0.6), (30℃ , 0.2), (40℃ , 0)} 

𝑐𝑜𝑙𝑑(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑑(20℃) = 0.6 
𝑥نما با توجه به بودن این گزاریمیزان درست =  نادرست است. 0.4درست و  0.6؛ یعنی این عبارج است 0.6مقدار  ℃20

 

 های فازیگزاره
 های فازی سادی )اتمی(گزاری -1                                

 های فازی مرکبگزاری -2                                

 محمول موضوع

 𝑥 منطق فازی

 های فازیانواع گزاری
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که به ترتیب نشانگر  𝑛𝑜𝑡و  𝑎𝑛𝑑  ،𝑜𝑟های ی فازی ستادی تشتکیل شدی است که با ربط  های فازی مرکب از چند گزاریگزاری

 اند.هستند، با هم ترکیب شدی "مکمل فازی"و  "اجتماع فازی"،  "اشتراک فازی"
 

 های مرکبعضویت برای گزارهتعیین تابع 

 𝑎𝑛𝑑استهادی از اشتراک فازی برای  -1

𝑝 ∧ 𝑞 ∶  𝜇𝑝∧𝑞(𝑥) = min[𝜇𝑝(𝑥), 𝜇𝑞(𝑥)] 

 𝑜𝑟استهادی از اجتماع فازی برای  -2

𝑝 ∨ 𝑞 ∶  𝜇𝑝∨𝑞(𝑥) = max[𝜇𝑝(𝑥), 𝜇𝑞(𝑥)] 

 𝑛𝑜𝑡استهادی از مکمل فازی برای  -3

~𝑝 = 1 − 𝑝 ∶  𝜇�̃�(𝑥) = 1 − 𝜇𝑝(𝑥) 

 (Implicationفازی برای استلزام )استهادی از اجتماع  -4

𝑝 ⟶ 𝑞 ≡ ~𝑝 ∨ 𝑞 ∶  𝜇𝑝⟶𝑞(𝑥) = 𝜇~𝑝∨𝑞(𝑥) = max[1 − 𝜇𝑝(𝑥), 𝜇𝑞(𝑥)] 
 

 

 (Implicationاستهادی از اجتماع و اشتراک فازی برای استلزام ) -5

𝑝 ⟶ 𝑞 ≡ ~𝑝 ∨ (𝑝 ∧ 𝑞) ∶  𝜇𝑝⟶𝑞(𝑥) = 𝜇~𝑝∨(𝑝∧𝑞)(𝑥) = max[1 − 𝜇𝑝(𝑥),min [𝜇𝑞(𝑥), 𝜇𝑞(𝑥)]] 
 

 (Inferenceاستنتاج در منطق بولی )
 (Mondes Pounesاستنتاج رو به جلو )

𝑝 
𝑝 ⟶ 𝑞 

𝑞 
 اگر مقدمه درست و روش رسیدن به نتیعه هم درست باشد، نتیعه هم درست است.

 

 

 

𝑝 

𝑝 ⟶ 𝑞 

 

 

 

⟹ 

𝑝 

𝑝 ⟶ 𝑞 
𝑞 ⟶ 𝑙 
𝑙 ⟶ 𝑤 

𝑞 
𝑞 ⟶l 

𝑤 

𝑙 
𝑙 ⟶ 𝑤 

𝑤 
 

 (Mondes Tolles) عقباستنتاج رو به 
~𝑞 

𝑝 ⟶ 𝑞 

~𝑝 
 درست است.ناهم مقدمه رست و روش رسیدن به نتیعه درست باشد، ناد تالیاگر 
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 (Compositionعمل ترکیب )

𝑅(𝑦) = 𝑅(𝑥)𝑜𝑅(𝑥, 𝑦) ⟹ 

𝑅(𝑥) 
𝑅(𝑥, 𝑦) 

⟹ 

⟹ 

⟹ 

𝑝 

𝑝 ⟶ 𝑞 

𝑅(𝑦) 𝑞 
 

𝑝اگر  مثتال:  = 𝑝و  «دمای هتوا سترد است» ⟶ 𝑞 = گتتای ، آن «اگر دمای هتوا سترد باشتد، آلودگی هتوا زیاد استت»

𝑞 = 𝑅(𝑦)ی رابطه ازتوان با توجه به عمل ترکیب، را می «آلودگی هوا زیاد است» = 𝑅(𝑥)𝑜𝑅(𝑥, 𝑦) وردآست بد. 
 

𝑋ی جهانی اگر معموعه مثال: = {1 , 2 , 3 , 4}  ،𝑝 = 𝑝 و  «𝑥 عددی کوچک است» ⟶ 𝑞 =  «𝑥 و 𝑦 تقریباً برابرند»

 را حساب کنید. 𝑅(𝑦)گای اشند، آنب
𝑅(𝑥) = {(1 , 1), (2 , 0.6), (3 , 0.2), (4 , 0)} 

 

  1    2     3    4 𝑅(𝑥, 𝑦) 
1 0.5 0 0
0.5 1 0.5 0
0 0.5 1 0.5
0 0 0.5 1

 

1
2
3
4

 

 

𝑅(𝑦)ی ، از رابطه 𝑅(𝑦)آوردن برای بدست جواب: = 𝑅(𝑥)𝑜𝑅(𝑥, 𝑦) کنیم و ماتریس استهادی می𝑅(𝑥)  را با ماتریس

𝑅(𝑥, 𝑦) (.کنیماستهادی می های فازیمعموعهترکیب توابر بر روی از کنیم )ترکیب می 

[𝑎𝑖1  𝑎𝑖2 . . .  𝑎𝑖𝑛]

[
 
 
 
 
𝑏1𝑗
𝑏2𝑗
.
.
𝑏𝑛𝑗]
 
 
 
 

= max[min[𝑎𝑖1 , 𝑏1𝑗] , min[𝑎𝑖2 , 𝑏2𝑗] , … ,min [𝑎𝑖𝑛 , 𝑏𝑛𝑗]] 

 

[1 0.6 0.2 0] × [

1 0.5 0 0
0.5 1 0.5 0
0 0.5 1 0.5
0 0 0.5 1

] = [1 0.6 0.5 0.2] 

 

𝑅(𝑦) = {(1 , 1), (2 , 0.6), (3 , 0.5), (4 , 0.2)} 
 

𝑋ی جهانی اگر معموعه مثال: = {1 , 2 , 3 , 4}  ،𝑝 = 𝑝 و «𝑥 برابر 2 است» ⟶ 𝑞 = باشتتند،  «𝑥 و 𝑦 تقریباً برابرند»

 را حساب کنید. 𝑅(𝑦)گای آن
𝑅(𝑥) = {(1 , 0), (2 , 1), (3 , 0), (4 , 0)} 

 

  1    2     3    4 𝑅(𝑥, 𝑦) 
1 0.5 0 0
0.5 1 0.5 0
0 0.5 1 0.5
0 0 0.5 1

 

1
2
3
4
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𝑅(𝑦)ی ، از رابطه 𝑅(𝑦)آوردن برای بدست جواب: = 𝑅(𝑥)𝑜𝑅(𝑥, 𝑦) کنیم و ماتریس استهادی می𝑅(𝑥)  را با ماتریس

𝑅(𝑥, 𝑦) کنیم.ترکیب می 

[0 1 0 0] × [

1 0.5 0 0
0.5 1 0.5 0
0 0.5 1 0.5
0 0 0.5 1

] = [0.5 1 0.5 0] 

 

𝑅(𝑦) = {(1 , 0.5), (2 , 1), (3 , 0.5), (4 , 0)} 
 

𝑋ی جهانی اگر معموعه مثال: = {1 , 2 , 3 , 4}  ،𝑝 = 𝑞 و «دمای هوا سرد است» = باشتتند،  «آلودگی هوا زیاد است»

𝑝گای آن ⟶ 𝑞 =  را حساب کنید. «اگر دمای هوا سرد است، آلودگی هوا زیاد است»
𝑅(𝑥) = {(0℃ , 1), (10℃ , 0.5), (20℃ , 0.2), (30 , 0)} 

 

𝑅(𝑦) = {(50 , 0), (100 , 0.2), (150 , 0.6), (200 , 1)} 
 

,𝑅(𝑥آوردن برای بدست جواب: 𝑦) ی ، از رابطه𝑝 ⟶ 𝑞 کنیم.استهادی می 

𝑝 ⟶ 𝑞 ≡ ~𝑝 ∨ 𝑞 ⟹ 𝜇~𝑝∨𝑞(𝑥) = max[1 − 𝜇𝑝(𝑥), 𝜇𝑞(𝑥)] 
 

𝑅(�̅�) = {(0℃ , 0), (10℃ , 0.5), (20℃ , 0.8), (30 , 1)} 
 

50 100 150 200 𝑅(𝑥, 𝑦) 
0 0.2  0.6  1
0.5 0.5  0.6  1
0.8 0.8  0.8  1
1 1 1  1

 

0
10
20
30

 

 

𝑝~در ملال قبل با توجه به  مثال: =  را بدست آورید.میزان آلودگی هوا  ، «دمای هوا گرم است»

𝑅(𝑦)ی ، از رابطه 𝑅(𝑦)آوردن برای بدست جواب: = 𝑅(�̅�)𝑜𝑅(𝑥, 𝑦) کنیم و ماتریس استهادی می𝑅(�̅�)  را با ماتریس

𝑅(𝑥, 𝑦) کنیم.ترکیب می 

𝑅(�̅�) = {(0℃ , 0), (10℃ , 0.5), (20℃ , 0.8), (30 , 1)} 
 

50 100 150 200 𝑅(𝑥, 𝑦) 
0 0.2  0.6  1
0.5 0.5  0.6  1
0.8 0.8  0.8  1
1 1 1  1

 

0
10
20
30

 

 

[0 0.5 0.8 1] × [

0 0.2  0.6  1
0.5 0.5  0.6  1
0.8 0.8  0.8  1
1 1 1  1

] = [1 1 1 1] 

 

𝑅(𝑦) = {(50 , 1), (100 , 1), (150 , 1), (200 , 1)} 
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𝑋ی جهانی اگر معموعه مثال: = {1 , 2 , 3 , 4}  ،𝑝 = 𝑞و  «دمای هوا سرد است» = باشتتتند،  «آلودگی هوا زیاد است»

𝑝گای آن ⟶ 𝑞 =  حساب کنید.را  «اگر دمای هوا خیلی سرد باشد، آلودگی هوا زیاد است»
𝑅(𝑥) = {(0℃ , 1), (10℃ , 0.5), (20℃ , 0.2), (30 , 0)} 

 

𝑅′(𝑥) = {(0℃ , 1), (10℃ , 0.25), (20℃ , 0.04), (30 , 0)} 

 

50 100 150 200 𝑅(𝑥, 𝑦) 
0 0.2  0.6  1
0.5 0.5  0.6  1
0.8 0.8  0.8  1
1 1 1  1

 

0
10
20
30

 

 

𝑅(𝑦)ی ، از رابطته  𝑅(𝑦)آوردن برای بتدستتتت  جواب: = 𝑅′(𝑥)𝑜𝑅(𝑥, 𝑦) کنیم و ماتریس استتتتهادی می𝑅′(𝑥)  را با

,𝑅(𝑥ماتریس  𝑦) کنیم.ترکیب می 

[1 0.25 0.04 0] × [

0 0.2  0.6 1
0.5 0.5  0.6 1
0.8 0.8  0.8 1
1 1 1 1

] = [0.25 0.25 0.6 1] 

 

𝑅(𝑦) = {(50 , 0.25), (100 , 0.25), (150 , 0.6), (200 , 1)} 
 

𝑋ی جهانی اگر معموعه مثال: = {1 , 2 , 3 , 4}  ،𝑝 = 𝑞و  «دمای هوا سرد است» = باشتتتند،  «آلودگی هوا زیاد است»

𝑝گای آن ⟶ 𝑞 =  را حساب کنید. «اگر دمای هوا گرم باشد، آلودگی هوا زیاد است»
𝑅(𝑥) = {(0℃ , 1), (10℃ , 0.5), (20℃ , 0.2), (30 , 0)} 

 

𝑅′′(𝑥) = {(0℃ , 0), (10℃ , 0.5), (20℃ , 0.8), (30 , 1)} 

 

50 100 150 200 𝑅(𝑥, 𝑦) 
0 0.2  0.6  1
0.5 0.5  0.6  1
0.8 0.8  0.8  1
1 1 1  1

 

0
10
20
30

 

 

𝑅(𝑦)ی ، از رابطه 𝑅(𝑦)آوردن برای بدستتتت جواب: = 𝑅′′(𝑥)𝑜𝑅(𝑥, 𝑦) کنیم و ماتریس استتتتهادی می𝑅′′(𝑥)  را با

,𝑅(𝑥ماتریس  𝑦) کنیم.ترکیب می 

[0 0.5 0.8 1] × [

0 0.2  0.6 1
0.5 0.5  0.6 1
0.8 0.8  0.8 1
1 1 1 1

] = [1 1 1 1] 

 

𝑅(𝑦) = {(50 , 1), (100 , 1), (150 , 1), (200 , 1)} 
 

 استنتاج ملال قبلی از لحاظ منطق فازی صحیح است، اما از لحاظ منطق انسانی و مهیدبودن، قابل استهادی نیست. نکته:
 

 ن ری داد. ②توان در مورد استنتاج نمی ①در منطق بولی، با توجه به استنتاج  نکته:
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② 
~𝑝 
𝑝 ⟶ 𝑞 

 

① 
𝑝 
𝑝 ⟶ 𝑞 

𝔛 𝑞 
 

ی توان درباریرا نتیعه گرفت؛ زیرا در منطق فازی می ②توان استتتنتاج  می ①در منطق فازی، با توجه به استتتنتاج  نکته:

 ای از مقادیر صحبت کرد.معموعه

② 

~𝑝 
𝑝 ⟶ 𝑞 

 

① 
𝑝 
𝑝 ⟶ 𝑞 

~𝑞 𝑞 
 

و  ③و تعریف ما از اجتماع )یا(، فرمول  ②ارزی استلزام، فرمول و تعریف ما از هم ①اگر تعریف ما از ترکیب، فرمول  نکته:

 گای تعریف ما از استنتاج فازی درست است.باشد، آن ④تعریف ما از مکمل )نقیض(، فرمول 

① max[min[𝑎𝑖1 , 𝑏1𝑗] ,min[𝑎𝑖2 , 𝑏2𝑗] , … , min [𝑎𝑖𝑛 , 𝑏𝑛𝑗]] 
 

② 𝑝 ⟶ 𝑞 ≡ ~𝑝 ∨ 𝑞 
 

③ 𝜇𝑝∨𝑞(𝑥) = max[𝜇𝑝(𝑥), 𝜇𝑞(𝑥)] 
 

④ 𝜇�̃�(𝑥) = 1 − 𝜇𝑝(𝑥) 
 

 از نقیض: yagerتعریف 

𝜇�̃�(𝑥) = (1 − 𝜇𝑝(𝑥)
𝑤)

1
𝑤     یا     𝜇𝑝∨𝑞(𝑥) = max[1, 𝜇𝑝(𝑥) + 𝜇𝑞(𝑥)] 

 

 های استنتاج فازییکی از چالش نکته:

𝑝 ⟶ 𝑞 ≡ ~𝑝 ∨ 𝑞 ≡ ~𝑝 ∨ (𝑝 ∧ 𝑞) 
 

max[1 − 𝜇𝑝(𝑥), 𝜇𝑞(𝑥)] ≠ max[1 − 𝜇𝑝(𝑥),min [𝜇𝑞(𝑥), 𝜇𝑞(𝑥)]] 
 

 محلیاستلزام سراسری و 

گونه افراد مختلف تهسیرهای متهاوتی از این جا کهاز آن-شود گای بازنمایی میآن-وقتی دانش بشری در قالب قواعد اگر

 های گوناگونی وجود داشته باشد.لازم است برای تطابق با این تهسیرها، استلزام -قواعد دارند

𝑝ی کلاستتیک یک قاعدی برای ⟶ 𝑞  مطابق جدول  های ممکنی حالت، یک استتتلزام ستتراستتری وجود دارد )همه

تواند استلزام محلی وجود داشته باشد. در و می چنین نیستی فازی لزوماً ایندرستتی مشخص است(، ولی در مورد یک قاعدی 

𝑝ارزی استلزام محلی با توجه به جدول درستی زیر، هم ⟶ 𝑞 ≡ 𝑝 ∧ 𝑞 .را داریم 
 

𝑝 ∧ 𝑞 𝑝 ⟶ 𝑞 𝑞 𝑝 
0 1 0 0 

0 1 1 0 

0 0 0 1 

1 1 1 1 

 استلزام محلی
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ی استلزام محلی در منطق فازی و مسأله شخصی به نام مَمدانی بعد از آقای پروفسور زادی بر روی منطق فازی کار کرد

ارزی توان هممی، درستتتت استتتت 𝑝ارزش در فضتتتای منطق فازی هستتتتیم و زمانی که »گویتد:  مطرح شتتتد. ممتدانی می 

𝑝 ⟶ 𝑞 ≡ 𝑝 ∧ 𝑞 ارزی معتبر نیست.و اگر از فضای منطق فازی خارج شویم، دیگر این هم را به کار بُرد» 
 

𝒑تعاریف مختلف استلزام ) ⟶ 𝒒) 

 :(Dienes-Rescherرِشِر )-زدائین استلزام

𝜇𝑝∨𝑞(𝑥) (با فرض) = max[𝜇𝑝(𝑥), 𝜇𝑞(𝑥)] ⟹ 𝜇𝑝⟶𝑞(𝑥) = 𝜇~𝑝∨𝑞(𝑥) = max[1 − 𝜇𝑝(𝑥), 𝜇𝑞(𝑥)] 
 

 :(Zadeh) زاده استلزام

𝜇𝑝∨𝑞(𝑥) (با فرض) = max[𝜇𝑝(𝑥), 𝜇𝑞(𝑥)] ⟹ 𝜇𝑝⟶𝑞(𝑥) = 𝜇~𝑝∨(𝑝∧𝑞)(𝑥)

= max[1 − 𝜇𝑝(𝑥),min [𝜇𝑞(𝑥), 𝜇𝑞(𝑥)]] 
 

 :(Lukasiewicz) لوکاسِوِیچ استلزام

𝜇𝑝∨𝑞(𝑥) (با فرض) = min[1, 𝜇𝑝(𝑥) + 𝜇𝑞(𝑥)] ⟹ 𝜇𝑝⟶𝑞(𝑥) = 𝜇~𝑝∨𝑞(𝑥)

= min[1,1 − 𝜇𝑝(𝑥) + 𝜇𝑞(𝑥)] 
 

 :(Godel) گودل استلزام

𝜇𝑝⟶𝑞(𝑥) = {
1                  𝜇𝑝(𝑥) ≤ 𝜇𝑞(𝑥)

𝜇𝑞(𝑥)          𝜇𝑝(𝑥) > 𝜇𝑞(𝑥)
 

 

ویژگی این استتلزام،  ازی است.تت طق فتت تلزام در منتت پُرکاربردترین اس :(Mamdani)یا مینیمم مَمدانی  مدانیمَ استلزام

 گای فازی است.آن-ی اگربودن قاعدیمحتلی

𝑝 ⟶ 𝑞 ≡ 𝜇𝑝(𝑥) ∧ 𝜇𝑞(𝑥) = min[𝜇𝑝(𝑥), 𝜇𝑞(𝑥)] 
 

 :(Larsen)یا ضرب مَمدانی  نلارسِ استلزام
𝑝 ⟶ 𝑞 ≡ 𝜇𝑝(𝑥) ∧ 𝜇𝑞(𝑥) = 𝜇𝑝(𝑥). 𝜇𝑞(𝑥) 

 

 

 

 

 

 

 
 

𝑝مطتابق زیر و   𝑌و  𝑋هتای جهتانی   اگر معموعته  مثتال:  = 𝑞و  «𝑥 کوچک است» = گای بتاشتتتند، آن  «𝑦 بزرگ است»

𝑝 ⟶ 𝑞 = گایآن 𝑦 بزرگ است»  حساب کنید.های گودل، ممدانی و لارسن بر اساس استلزامرا  «اگر 𝑥 کوچک باشد، 
𝑋 = {1 , 2 , 3 , 4} 

0 

1 

𝑥 

𝜇
�̃�
(𝑥) 

 ممدانی

 لارسن
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𝑌 = {1 , 2 , 3} 
 

𝑅(𝑥) = {
1

1
+
0.7

2
+
0.2

3
+
0

4
} 

 

𝑅(𝑦) = {
0

1
+
0.5

2
+
1

3
} 

 

 جواب:

 بر اساس استلزام گودل:الف( 

𝜇𝑝⟶𝑞(𝑥) = {
1                  𝜇𝑝(𝑥) ≤ 𝜇𝑞(𝑥)

𝜇𝑞(𝑥)          𝜇𝑝(𝑥) > 𝜇𝑞(𝑥)
 

 

1   2   3 𝑝 ⟶ 𝑞 ≡ 𝑅(𝑥, 𝑦) 
0  0.5  1
0  0.5  1
0  1  1
1 1  1

 

1
2
3
4

 

 

 ب( بر اساس استلزام ممدانی:

𝑝 ⟶ 𝑞 ≡ 𝜇𝑝(𝑥) ∧ 𝜇𝑞(𝑥) = min[𝜇𝑝(𝑥), 𝜇𝑞(𝑥)] 
 

1   2   3 𝑝 ⟶ 𝑞 ≡ 𝑅(𝑥, 𝑦) 
0  0.5  1
0  0.5  0.7
0  0.2  0.2
0 0  0

 

1
2
3
4

 

 

کوچک استتتت، مقادیر اعتبار بیشتتتتری دارند و به  𝑥ای که مقدار بینیم، در حوزیطور که در مقادیر جدول بالا میهمان نکته:

گیریم، مقادیر اعتبار کمتری پیدا که فاصله می 𝑥بودن ی استتلزام محلی؛ یعنی کوچک ترند. هرچه از حوزیروش گودل نزدیک

 کنند.می
 

 :لارسنج( بر اساس استلزام 

𝑝 ⟶ 𝑞 ≡ 𝜇𝑝(𝑥) ∧ 𝜇𝑞(𝑥) = 𝜇𝑝(𝑥). 𝜇𝑞(𝑥) 
 

1   2   3 𝑝 ⟶ 𝑞 ≡ 𝑅(𝑥, 𝑦) 
0  0.5  1
0  0.35  0.7
0  0.1  0.2
0 0  0

 

1
2
3
4

 

 

کوچک استتتت، مقادیر اعتبار بیشتتتتری دارند و به  𝑥ای که مقدار بینیم، در حوزیطور که در مقادیر جدول بالا میهمان نکته:

گیریم، مقادیر اعتبار کمتری پیدا که فاصله می 𝑥بودن ی استتلزام محلی؛ یعنی کوچک ترند. هرچه از حوزیروش گودل نزدیک

 تری دارد.روش لارسن نسبت به روش ممدانی، استلزام محلی کنند.می
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𝑝و  ،رتتتتتابق زیتتتتتتتتتت مط 𝑌و  𝑋هانی تتتتتتتتتت های جموعهتتتتتتتتتت ر معتتتتتتتتتت اگ ال:تتتتمث = و  «𝑥 برابر 1 است»

𝑝 ⟶ 𝑞 = گایآن 𝑦 بزرگ است» 𝑞گای باشند، آن «اگر 𝑥 کوچک باشد،  = های گودل را بر اساس استلزام «y چند است؟»

 ممدانی حساب کنید.و 
𝑋 = {1 , 2 , 3 , 4} 

 

𝑌 = {1 , 2 , 3} 
 

𝑅(𝑥) = {(1 , 1), (2 , 0), (3 , 0), (4 , 0)} 
 

𝑅(𝑦)ی ، از رابطه 𝑅(𝑦)آوردن برای بدست جواب: = 𝑅(𝑥)𝑜𝑅(𝑥, 𝑦) کنیم و ماتریس استهادی می𝑅(𝑥)  را با ماتریس

𝑅(𝑥, 𝑦) کنیم.ترکیب می 

 الف( بر اساس استلزام گودل:

1   2   3 𝑅(𝑥, 𝑦) 
0  0.5  1
0  0.5  1
0  1  1
1 1  1

 

1
2
3
4

 

 

[1 0 0 0] × [

0  0.5  1
0  0.5  1
0  1  1
1 1  1

] = [0 0.5 1] 

 

𝑅(𝑦) = {(1 , 0), (2 , 0.5), (3 , 1)} 
 

 ب( بر اساس استلزام ممدانی:
 

1   2   3 𝑅(𝑥, 𝑦) 
0  0.5  1
0  0.5  0.7
0  0.2  0.2
0 0  0

 

1
2
3
4

 

 

[1 0 0 0] × [

0  0.5  1
0  0.5  0.7
0  0.2  0.2
0 0  0

] = [0 0.5 1] 

 

𝑅(𝑦) = {(1 , 0), (2 , 0.5), (3 , 1)} 
 

𝑝مطتتتتتتتتتتابق زیتتتتتر، و    𝑌و  𝑋های جتتتتتتتتتتهانی  اگتتتتتتتتتتر معتتتتتتتتتتموعه   ال:تتتتمث = و  «𝑥 برابر 2 است»

𝑝 ⟶ 𝑞 = گایآن 𝑦 بزرگ است» 𝑞گای باشند، آن «اگر 𝑥 کوچک باشد،  = های گودل را بر اساس استلزام «y چند است؟»

 و ممدانی حساب کنید.
𝑋 = {1 , 2 , 3 , 4} 
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𝑌 = {1 , 2 , 3} 
 

𝑅(𝑥) = {(1 , 0), (2 , 1), (3 , 0), (4 , 0)} 
 

𝑅(𝑦)ی ، از رابطه 𝑅(𝑦)آوردن برای بدست جواب: = 𝑅(𝑥)𝑜𝑅(𝑥, 𝑦) کنیم و ماتریس استهادی می𝑅(𝑥)  را با ماتریس

𝑅(𝑥, 𝑦) کنیم.ترکیب می 

 الف( بر اساس استلزام گودل:

1   2   3 𝑅(𝑥, 𝑦) 
0  0.5  1
0  0.5  1
0  1  1
1 1  1

 

1
2
3
4

 

 

[0 1 0 0] × [

0  0.5  1
0  0.5  1
0  1  1
1 1  1

] = [0 0.5 1] 

 

𝑅(𝑦) = {(1 , 0), (2 , 0.5), (3 , 1)} 
 

 ب( بر اساس استلزام ممدانی:
 

1   2   3 𝑅(𝑥, 𝑦) 
0  0.5  1
0  0.5  0.7
0  0.2  0.2
0 0  0

 

1
2
3
4

 

 

[0 1 0 0] × [

0  0.5  1
0  0.5  0.7
0  0.2  0.2
0 0  0

] = [0 0.5 0.7] 

 

𝑅(𝑦) = {(1 , 0), (2 , 0.5), (3 , 0.7)} 
 

𝑝مطتتتتتتتتتتابق زیتتتتتر، و    𝑌و  𝑋های جتتتتتتتتتتهانی  اگتتتتتتتتتتر معتتتتتتتتتتموعه   ال:تتتتمث = و  «𝑥 برابر 4 است»

𝑝 ⟶ 𝑞 = گایآن 𝑦 بزرگ است» 𝑞گای باشند، آن «اگر 𝑥 کوچک باشد،  = های گودل را بر اساس استلزام «y چند است؟»

 و ممدانی حساب کنید.
𝑋 = {1 , 2 , 3 , 4} 

 

𝑌 = {1 , 2 , 3} 
 

𝑅(𝑥) = {(1 , 0), (2 , 0), (3 , 0), (4 , 1)} 
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𝑅(𝑦)ی ، از رابطه 𝑅(𝑦)آوردن برای بدست جواب: = 𝑅(𝑥)𝑜𝑅(𝑥, 𝑦) کنیم و ماتریس استهادی می𝑅(𝑥)  را با ماتریس

𝑅(𝑥, 𝑦) کنیم.ترکیب می 

 الف( بر اساس استلزام گودل:

1   2   3 𝑅(𝑥, 𝑦) 
0  0.5  1
0  0.5  1
0  1  1
1 1  1

 

1
2
3
4

 

 

[0 0 0 1] × [

0  0.5  1
0  0.5  1
0  1  1
1 1  1

] = [1 1 1] 

 

𝑅(𝑦) = {(1 , 1), (2 , 1), (3 , 1)} 
 

 ب( بر اساس استلزام ممدانی:
 

1   2   3 𝑅(𝑥, 𝑦) 
0  0.5  1
0  0.5  0.7
0  0.2  0.2
0 0  0

 

1
2
3
4

 

 

[0 0 0 1] × [

0  0.5  1
0  0.5  0.7
0  0.2  0.2
0 0  0

] = [0 0 0] 

 

𝑅(𝑦) = {(1 , 0), (2 , 0), (3 , 0)} 
 

با توجه به  ،مسائلدر این نوع از . )به روابط زیر دقت کنید( توانند پیوسته هم باشندهمیشه گسسته نیستند، می 𝑦و  𝑥 نکته:

 کنیم.ها را در هم ضرب میکنیم. مللاً در روش لارسن، رابطهتعاریف مختلف استلزام عمل می

𝜇
�̃�
(𝑥) =

1

1 + 𝑒
𝑥−25
4

 

 

𝜇
�̃�
(𝑦) =

1

1 + 𝑒
𝑦−25
4

 

 

 مانند روابط زیر: د.ند چند آیتمی نیز باشنتوانمی هارابطه نکته:

(𝑝 ∧ 𝑞) ⟶ 𝑟 ≡ ~(𝑝 ∧ 𝑞) ∨ 𝑟 
 

(𝑝 ∨ 𝑞) ⟶ 𝑟 ≡ ~(𝑝 ∨ 𝑞) ∨ 𝑟 
 

(𝑝1 ∧ 𝑝2 ∧ …∧ 𝑝𝑛) ⟶ 𝑞 ≡ ~(𝑝1 ∧ 𝑝2 ∧ …∧ 𝑝𝑛) ∨ 𝑞 
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 آوریم و سپسکه داشتتیم، بدست می ی استتلزام یا شتر  را طبق تعاریف مختلهی   در این نوع از مستائل، ابتدا مقدمه 

𝑝)مللاً برای  کنیم.استتتلزام را حل می ∧ 𝑞) ⟶ 𝑟  ابتدا ،(𝑝 ∧ 𝑞)  را با استتتهادی از تعریف اشتتتراک(min(𝑝, 𝑞))  حل

 آوریم.ی مسأله، با استهادی از قوانین استلزام جواب نهایی را بدست میطبق خواسته کنیم و سپسمی
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 یادگیری ماشین-فصل دوم

 

 نویسی ماشین و یادگیری ماشین وجود دارد.های برنامهدو مقوله به نام

 کند.ها( و هم برنامه را داریم که خروجی را برای ما تولید میورودیورودی یا ها )دادیدادی یا نویسی ماشین، هم در برنامه
 

 شود.ها( به برنامه دادی شدی و خروجی از برنامه گرفته میدر روند زیر، دادی )دادی مثال:

 ها(خروجی          برنامه          دادی )دادی

                                                                                 4                 x2                         2 

                                                                       12                x2                         6 

2 

                                                                              18             y4+x3 

3 
 

 .جدول زیر را پر کنید، آپارتمان یک میلیون تومان باشداگر قیمت هر مترمربر  مثال:

آپارتمان در یک میلیون  ساحتکافی است که مکه قیمت هر مترمربر آپارتمان یک میلیون تومان است، اینبر استاس   جواب:

د که شویدا میبین ورودی و خروجی پرابطه یا برنامه جا یک تومان ضرب شود تا قیمت کل آپارتمان بدست آید؛ یعنی در این

 شود.می خروجی مربوطه مشخص ،بر اساس این رابطه یا برنامه با دادن ورودی
 

 قیمت )میلیون تومان( مساحت )مترمربع(

1۱۱ 

2۱۱ 

1۱۱ 

2۱۱ 
 

 ماشین است؛ یعنی به شکل زیر:عرفی و مرسوم نویسی این یک ملال از برنامه
 

 

 

 

 

 
 

میلیون تومان باشد، قیمت  25۱مترمربعی  1۱۱میلیون تومان و قیمت آپارتمان  125مترمربعی  5۱اگر قیمت آپارتمان  مثال:

 متری چقدر است؟ )ملالی از یادگیری ماشین( 0۱آپارتمان 
 

 قیمت )میلیون تومان( مساحت )مترمربع(

5۱ 

1۱۱ 

0۱ 

125 

25۱ 

 ؟
 

 ماشین

 ها()ورودی ورودی

 برنامه

Output 

 خروجی

 نویسی سنتی ماشینبرنامه
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میلیون  25۱مترمربعی  1۱۱میلیون تومان و قیمت آپارتمان  125مترمربعی  5۱کته قیمتت آپارتمان   بر استتتاس این جواب:

گیرد که با تقستتیم ها کشتتف نمود؛ یعنی ماشتتین یاد میتوان یک رابطه یا برنامه برای این ورودی و خروجیتومان استتت، می

 0۱ی قیمت آپارتمان تومان خواهد شتتتد و برای محاستتتبه ۱۱۱,5۱۱,2آپارتمان، ها قیمت یک مترمربر ها بر ورودیخروجی

 0۱میلیون تومانی برای آپارتمان  105تومتان ضتتترب کند تا قیمت   ۱۱۱,5۱۱,2 در مترمربر را 0۱بتایستتتت  مترمربعی، می

 مترمربعی بدست آید.

 زیر:این یک ملال از یادگیری ماشین است؛ یعنی به شکل 
 

 

 

 

 
 

شدی را به ی کشفکند. رابطهو خروجی رابطه را کشف می ها()ورودی بر استاس ورودی ماشتین  در یادگیری ماشتین،  

 کند.جدید، خروجی جدید را پیدا می (هایورودی) ورودیدهد و با سیستم می

 گیرد.ها صورج می( بر اساس آنfeatures extractionها )ها هستند و استخراج ویژگیواقر، همان بردار ویژگی ها درورودی
 

 مربر وسطی از سطر سوم به چه شکلی است؟ مثالی از تست هوش:
 

 
 

 جواب:

 

 

 

 

 ماشین

 ها()ورودی ورودی

 خروجی

 برنامه

 یادگیری ماشین
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 را تکمیل کند. 6های ردیف خواهد دادیماشین می .شودبه ماشین دادی می ردیف دادی 5 ، تعداد جدول زیردر  مثال:
 

 قیمت )میلیون تومان( نوع ساختمان نوع ساخت مساحت )مترمربع( مکان شهری

1 

2 

2 

1 

2 

. 

. 

. 

1 

1۱۱ 

8۱ 

۶۱ 

12۱ 

0۱ 

. 

. 

. 

12۱ 

A 
 

B 
 

A 
 

A 
 

B 

. 

. 

. 
 

B 

 ویلایی

 آپارتمان

 ویلایی

 آپارتمان

 ویلایی

. 

. 

. 

 ویلایی

25۱ 

0۱ 

1۱۱ 

2۱۱ 

12۱ 

. 

. 

. 

 ؟
 

که هدف پیداکردن قیمت یک ساختمان -آخر  ردیفشتود افزایش یابد، در  هایی که به ماشتین دادی می اگر تعداد دادی جواب:

 یابد.دقت افزایش می -مترمربر است 12۱ویلایی به مساحت 

برسد، دقت  5۱۱به  5۱ها از شتود. اگر تعداد دادی تر میبرستد، جواب ماشتین دقیق   5۱به  5ها از پس اگر تعداد دادی

 شود و ... .می ربرسد، دقت باز هم بیشت 5۱۱۱به  5۱۱ها از شود. اگر تعداد دادیبیشتر می
 

 دلایل استفاده از یادگیری ماشین

ها را پیدا کنیم، ی بین آنورودی )ویژگی( داشته باشیم و بخواهیم رابطه 5۱۱مللاً اگر تعداد  :هازیادبودن تعداد ورودی -1

 کنیم.مشکلی است و بنابراین از یادگیری ماشین استهادی می کار
 

ی خواهیم رابطهسری ورودی و خروجی داریم و میمللاً در رگرسیون، یک :ی بین ورودی و خروجیفهم مشکل رابطه -2

 است.ترین شکل یادگیری ماشین و سادی)فرمول( را پیدا کنیم. رگرسیون در واقر، همان یادگیری ماشین  هابین آن
 

 

 

𝑥3 + 2𝑥2 + 4𝑥 + 5 
 

 
 

شود، دقت کار هم بیشتر هر چه تعداد رکوردها بیشتر می :های جدیدها یا ورودیافزایش ورودییا افزایش رکوردها  -3

 کنیم، باید تعداد نمونه )رکورد( هم به اندازی داشته باشیم.استخراج میها را درست که ویژگیشود. در حین اینمی

 

 

 

 ورودی

ی
خروج

 

 

× 

× 

× 

× 
× 
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 معهول داریم: nمعادله و  mدر 

 یک جواب دارد باشد، m=n اگر                                 

m  معادله وn اگر       معهولm>n باشد، جواب ندارد یا یک جواب دارد 

 نهایت جواب داردباشد، بی m<nاگر                                  

 به صورج زیر باشد: yاگر تابر 

𝑦 = {
2𝑥                    𝑥 < 10
10𝑥                  𝑥 ≥ 10

 
 

ها به ترتیب ، خروجییمباشداشتته   5/5و  4، ۶، 12، 8، 5، 8/۱، 2/۱، 1/۱، 3/۱ی ورودی به صتورج  دادی 1۱تعداد  و

 .شدخواهد  11و  8، 18، 12۱، 16، 1۱، 6/1، 4/۱، 2/۱، 6/۱

حساب  y=2xی ی آن از رابطهدادی ۶ی ورودی، دادی 1۱است؛ چون از بین  ۶۱%های ورودی، دقت این کار طبق دادی

( به یک سمت دارند biasاست، تمایل ) y=2xها به صورج ی آنی ورودی که رابطهدادی ۶شتود. عیب این است که تمام  می

(x 1۱دادی کمتر از  ۶های این .)هستند 

 کند.که حعم زیاد است حساب می ها به یک سمت بایاس باشد، آن حعم کم را هم بر اساس سمتیاگر حعم زیادی از دادی
 

 :یادگیری ییپویا -4
 

حل خوبی برای آن بیان توان از ماشتین انت ار داشت که رای چیزی که خود انستان هم نتواند آن را تشتخیص دهد، نمی   نکته:

 کند.
 

 یادگیری ماشینتعریف 
یادگیری کردی و عملکرد  ،تعربه ای نوشتتت که از طریقتوان برنامهکه چگونه مییادگیری ماشتتین عبارج استتت از این

 ها شود.خود را بهتر کند. یادگیری ممکن است باعث تغییر در ساختار برنامه و یا دادی
 

 :برخی از کاربردهای یادگیری ماشین

 هاکنترل رباج •

 دادی کاوی •

 خط، اثر انگشت و ...)صوج(، دست گهتارچهری، تشخیص  •

 های جستعوی وب()ماشین های اینترنتیپردازش دادی •

 ، هواشناسی، زلزله و ...ارزهای بورس، بینیپیش •

 .(بیان ژن) ها پیدا کرداستهادی از الگوریتمها را با توان ترتیب و شکل ژنبیوانهورماتیک: چگونه می •

GCTA          GGGTTACCA 

CGAT          CCCAATGGT 
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 انواع یادگیری

 ل مختلهی کاربرد دارد:ئیادگیری ماشین در مسا

 :(Supervised Learningیادگیری با نظارت )ا بمعادل ، (Classificationبندی )کلاسیا بندی طبقهیادگیری ( 1

 .ای نسبت دهدشدیهای از پیش تعیینها را به دستهگیرد که ورودیماشین یاد می ،بندیبندی یا کلاسطبقهیادگیری در 
آن، ورودی و خروجی مشتخص استت و به اصطلاح، نایری    نوعی از یادگیری ماشتین استت که در   یادگیری با ن ارج

کند تا تابعی را از ورودی به دهد، و به این ترتیب ستتیستتتم ستتعی می وجود دارد که اطلاعاتی را در اختیار یادگیرندی قرار می

 خروجی فراگیرد.
 

 ها و مشخصاجتعداد دسته -1                                            

 هاویژگی -2                                            
 

 گیریم.دو ویژگی اندازی و زاویه )گوشه( را در ن ر می ها را از هم جدا کنیم.خواهیم آنسری دایری و مربر داریم و مییک مثال:

 

 3     4     1     2                6     5     0     8     ۶ 

 

 

 

 

 

 

 

 

دقت این کار، 
7

9
≅   است. %78

 ااین یک یادگیری ب ها، خطو  را در شتکل چگونه ترسیم کند. کند که بر استاس ویژگی می کنندی بررستی بندیطبقه

 ، یک یادگیری با ن ارج است.نیز درخت تصمیم ن ارج است.

در  :(Unsupervised Learning، معادل با یادگیری بدون نظارت )(Clustering) بندیخوشتتهیتادگیری  ( 2

 گیرند.بندی قرار میها با هم در یک دستهکه کدام ورودی کندسیستم یادگیر کشف میبندی، خوشه
های مشتخصی از قبل وجود ندارد و هدف ارتبا  ورودی و  در یادگیری بدون ن ارج برخلاف یادگیری با ن ارج، دادی

 تاری خاصها به دنبال ساخو این یادگیرندی استت که بایستی در دادی  ها مهم استت آن بندیخروجی نیستت، بلکه تنها دستته  

 به آموزش ندارد. ینیاز و بگردد
 

 هاویژگی                                                
 

 کند.های عصبی هم در یادگیری با ن ارج و هم در یادگیری بدون ن ارج عمل میالگوریتم شبکه
 

 کوچک بزرگ

بدون زاویه
 

زاویه
دار

 

3 
1 

4 
1 

1 
1 

2 
1 

6 
1 

5 
1 

7 
1 

8 
1 9 

1 

 1گروی 

 2گروی 

 2گروی  1گروی 

 های یادگیری با ن ارجورودی

 های یادگیری بدون ن ارجورودی

 اندازی

 زاویه
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ی را رنگ، و ویژگی شماری 1ی ویژگی شماری ها را از هم جدا کنیم.خواهیم آنی سیب و گلابی داریم و میدو نوع میوی مثال:

 گیرد.ها صورج میشدن )نگاشت( بر اساس ویژگیMapدر اینعا  گیریم.را شکل در ن ر می 2

 
 

 

 

 

 

 
 

 

مقدار عددی  ها،بندی ورودیگیرد که به جای دستتتتهماشتتتین یاد می :(Numeric Predictionبینی عددی )( پیش3

 هاست(.اساس ورودیبینی عددی بر )خروجی ماشین، پیشبزند تخمین یا  بینی نمایدرا پیشخروجی 

 باشد.بینی عددی، گاهی اوقاج یادگیری با ن ارج و گاهی اوقاج یادگیری بدون ن ارج میپیش
 

نیز نوعی از یادگیری است که هم از ی ن ارتیادگیری نیمه (:Supervised Learning-Semiنظارتی )( یادگیری نیمه4

زمان استهادی نخوردی( به صورج هم)برچسب شتدی بندیهای غیرطبقهخوردی( و هم از دادیشتدی )برچستب  بندیهای طبقهدادی

دار ها مقها طوری هستند که برای تعداد کمی از آندر این نوع از یادگیری، ملال) بهبود یابد تا دقت یادگیری مقداریکند می

 .(های زیادی مقدار خروجی مشخص نیستخروجی موجود است، اما برای ملال
 

نوع از ر این د شتتود.استتتهادی از تشتتویق، یادگیری انعام می  با (:Reinforcement Learningتقویتی )یادگیری ( 5

 ،تلفهای مخپاداش هستند که یادگیر در وضعیت-صورج وضعیته بلکه ب ،خروجی نیستند-صورج ورودیه ها بملالیادگیری، 

عمل متناستتتب با هر  ،های دریافتیپاداشهای متهاوتی دریافت و بر استتتاس معموع عملیتاج مختلهی را انعام دادی و پاداش 

 گیرد.وضعیت را یاد می
 

 باشد.می 5و  4، 2، 1باشد، و از دیدگای دیگری موارد می 3و  2، 1انواع یادگیری از یک دیدگای موارد 
 

 ماشین های یادگیریمبنای ارزیابی الگوریتم

 بندیدقت دسته •

 و کیهیت آن حلصحت رای •

 سرعت عملکرد •
 

های ها و مللثکنیم که خروجی این ماشتتین، مربرفرض میماشتتینی داریم که کار آن جداستتازی مربر از مللث استتت.  مثال:

 داخل شکل بسته باشد.

 

 سرخ زرد

 کُری

 قلب

 )رنگ( 1ی ویژگی شماری

 )شکل( 2ی ویژگی شماری

× 

× 

× × × 
× × 

× × 
× 

× 
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 تعریف اصلاحات مهم

 تشخیص دادی است. یدرستبه هایی که تعداد دادی (:True Positiveمثبت صحیح ) -

 مربر. 4تشخیص دادی است؛ یعنی  مربره یادگیرندی هایی است کدر ملال قبل، ملبت صحیح تعداد مربر

 غلط تشخیص دادی است.به هایی که تعداد دادی (:False Positive) کاذبمثبت  -

 .مللث 2هایی است که یادگیرندی مربر تشخیص دادی است؛ یعنی در ملال قبل، ملبت کاذب تعداد مللث

 هایی که به درستی تشخیص ندادی است.تعداد دادی (:True Negativeمنفی صحیح ) -

 مللث. 3هایی است که یادگیرندی مربر تشخیص ندادی است؛ یعنی در ملال قبل، منهی صحیح تعداد مللث

 تشخیص ندادی است. غلطهایی که به تعداد دادی (:False Negative) کاذبمنفی  -

 .ربرم 1هایی است که یادگیرندی مربر تشخیص ندادی است؛ یعنی ربرتعداد م کاذبدر ملال قبل، منهی 
 

 ی با نظارت( یک سیستم یادگیرندههایفاکتورها )سنجه

 (Precisionصحت ) -

𝑃𝑟𝑒𝑐𝑖𝑠𝑖𝑜𝑛 =
𝑇𝑃

𝑇𝑃 + 𝐹𝑃
 

 برای ملال قبل، داریم:

𝑃𝑟𝑒𝑐𝑖𝑠𝑖𝑜𝑛 =
𝑇𝑃

𝑇𝑃 + 𝐹𝑃
=

4

4 + 2
=
4

6
= %66 

 

 (Recallبازخوانی ) -

𝑅𝑒𝑐𝑎𝑙𝑙 =
𝑇𝑃

𝑇𝑃 + 𝐹𝑁
 

 برای ملال قبل، داریم:

𝑅𝑒𝑐𝑎𝑙𝑙 =
𝑇𝑃

𝑇𝑃 + 𝐹𝑁
=

4

4 + 1
=
4

5
= %80 

 

 (Accuracyدقت ) -

𝐴𝑐𝑐𝑢𝑟𝑎𝑐𝑦 =
𝑇𝑃 + 𝑇𝑁

𝑇𝑃 + 𝑇𝑁 + 𝐹𝑃 + 𝐹𝑁
 

 ملال قبل، داریم:برای 
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𝐴𝑐𝑐𝑢𝑟𝑎𝑐𝑦 =
𝑇𝑃 + 𝑇𝑁

𝑇𝑃 + 𝐹𝑃 + 𝑇𝑁 + 𝐹𝑁
=

4 + 3

4 + 2 + 3 + 1
=
7

10
= %70 

 

 .استهادی نمود F-measure توان از یک معیار ترکیبی به نامبه جای دو معیار صحت و بازخوانی، می
 

𝐹 −𝑚𝑒𝑎𝑠𝑢𝑟𝑒 =
2 × 𝑃𝑟𝑒𝑐𝑖𝑠𝑖𝑜𝑛 × 𝑅𝑒𝑐𝑎𝑙𝑙

𝑃𝑟𝑒𝑐𝑖𝑠𝑖𝑜𝑛 + 𝑅𝑒𝑐𝑎𝑙𝑙
 

 

 .تقریباً با هم برابر باشند بازخوانیو  صحت زمانی است که F-measureبیشترین مقدار  نکته:
 

شتتته باشتتد ولی دا %1۱۱به این دلیل اهمیت دارد که مللاً ممکن استتت یک ستتیستتتم، صتتحت   F-measureپارامتر  نکته:

داشته باشد ولی صحت آن  %1۱۱بازخوانی بازخوانی آن کم باشتد، در نتیعه سیستم خوبی نیست یا ممکن است یک سیستم،  

کم باشتد، در نتیعه باز هم ستیستتم خوبی نیستت. زمانی یک سیستم خوب است که بین صحت و بازخوانی آن، توازن وجود     

 باشد. %0۱و دیگری  %6۱داشته باشد. مللاً یکی 
 

 (Confusion Matrixریختگی )ماتریس درهم

 .ملال قبل را رسم کنید ریختگیدرهمماتریس مثال: 

 

 

4

5
= %80 1 4 

3

5
= %60 3 2 

7

10
= %70 

3

4
= %75 

4

6
= %66 

 
 

 شود.ها انتخاب میکه دقت برای کل کلاسدر حالیشود، دسته انتخاب میکلاس یا صحت و بازخوانی برای یک  نکته:
 

ها را مربر، و تا از کل مربر 4 در خروجی .است( 1)کلاسفوق، هدف تشخیص مربر  ریختگیماتریس درهمدر سطر اول  نکته:

 شود.ریختگی نوشته میمربر را مللث تشخیص دادی است. این اعداد در سطر اول ماتریس درهم 1
 

ها را مربر، تا از کل مللث 2( است. در خروجی 2ریختگی فوق، هدف تشخیص مللث )کلاسدر سطر دوم ماتریس درهم نکته:

 شود.ریختگی نوشته میمللث را مللث تشخیص دادی است. این اعداد در سطر دوم ماتریس درهم 3و 

 (outputخروجی )

 (target) هدف
 (1)کلاس مربر

 (1کلاسمربر )

 (2کلاس) مللث

 (2مللث )کلاس

 بازخوانی

 دقت صحت

 دقت

http://dml.qom.ac.ir/wikiml/f-measure
http://dml.qom.ac.ir/wikiml/f-measure
http://dml.qom.ac.ir/wikiml/f-measure
http://dml.qom.ac.ir/wikiml/f-measure
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 کنند:ریختگی را با درصد بیان میگاهی اوقاج ماتریس درهم نکته:
 

 

 

%80 %10 %40 

%60 %30 %20 

%70 %75 %66 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (1)کلاس مربر

 (1کلاسمربر )

 (2کلاس) مللث

 (2مللث )کلاس

 بازخوانی

 دقت صحت

 دقت

 (outputخروجی )
 (targetهدف )
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 ریختگی آن به شکل زیر است.های سیب، گلابی و موز داریم و ماتریس درهمیک سیستم یادگیر برای تشخیص میوی مثال:

 

 

 

8

10
= %80 1 1 8 

3

6
= %50 1 3 2 

2

10
= %20 2 7 1 

13

26
= %50 

2

4
= %50 

3

11
= %27 

8

11
= %72 

 
 

(، اما در تشخیص سیب، خوب عمل Recall=%80این ستیستتم یادگیر در تشتخیص موز، خوب عمل کردی استت )    

 .(Recall=%20نکردی است )

 توان گهت که سیستم موفقی است.بالا باشد می یهادر یکی از دسته F-measureدر یک سیستم یادگیر، اگر 
 

این جداسازی به ها را مورد مداوا قرار بدهیم. تا آنکند جدا می سالمرا از افراد  بیماریک ستیستم یادگیر داریم که افراد   مثال:

 کدام معموعه را در ن ر بگیریم؟مشخص شدی است. بهتر است  2و  1های دو صورج ممکن است که در شکل زیر با معموعه

 سالم:فرد 

 

 فرد بیمار:

 

 

 

 

 بازخوانی (2کلاسگلابی ) (1)کلاس موز

 دقت صحت

 دقت

 (outputخروجی )
 (targetهدف )

 (3کلاس) سیب

 (1)کلاس موز

 (2کلاسگلابی )

 (3کلاس) سیب

 1ی معموعه

 2ی معموعه

http://dml.qom.ac.ir/wikiml/f-measure
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ست در ا مللاً ممکن)تمام افراد بیمار را باید در ن ر بگیریم(.  تر باشد، کلیگیریمای که در ن ر میبهتر است معموعه

 ی ما باشند.و ... بیشتر باشد، اما برای ما اهمیت دارد که تمام افراد بیمار در معموعه measure-F، Recall،  1 یمعموعه
 

نیز اهمیت )صحت(  Precisionمعمولاً اهمیت بیشتتری دارند، اما بعضتی مواقر   )دقت(  Accuracyو  F-measure نکته:

 کند.پیدا می
 

 2۱۱دهیم و ی آن را بابت آموزش به ستتیستتتم میدادی 8۱۱ بدهیم،ماشتتین به یک یادگیر  دادی را بخواهیم 1۱۱۱اگر  مثال:

ماندی را بابت تست درصد باقی ها را بابت آموزش ودرصد دادی 8۱تا  0۱دهیم )معمولاً ی دیگر را بابت تست به سیستم میدادی

 دهند(.به سیستم یادگیر می
 

 های توخالی مربو ها و دایرید. مربرنچین قرار بگیرباید پایین خط هاچین و دایریباید بالای خط هادر نمودار زیر، مربر مثال:

 باشند.می (Test) تستر مربو  به های توپُها و دایری(، و مربرTrainبه آموزش )

 ی اول:مرحله

 

دقت آموزش =
6

8
= %75 

 

دقت تست =
1

2
= %50 

 

 

 ی دوم:مرحله

دقت آموزش =
5

8
= %62.5 

 

دقت تست =
2

2
= %100 

 

 

 
 

 باشد.تر میدارد و معقول و توازن بیشتریبالانس  .ی اول بهتر استتعادل در مرحله
 

که تهاوج دقت آموزش و تستش کمتر است، صورج آناگر هر دو دقت آموزش و تست بالا باشند، بهتر است؛ در غیر این نکته:

 باشد.بهتر می

 

 

 دایره

 مربع

 مربع

 دایره

http://dml.qom.ac.ir/wikiml/f-measure
http://dml.qom.ac.ir/wikiml/f-measure
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 های عصبی مصنوعیشبکه-فصل سوم

 

ط دانیم، بسیاری از مسائل توسطور که میاست. همان« های عصبی زیستیشبکه»ها مبتنی بر ی اصلی این شبکهایدی

 تواند به صورج موازی محاسباج را انعام دهد.باشد و مغز انسان میانسان به سادگی قابل حل می

ته کاررفی بهشود، مهید باشد. در واقر شیویتوسط ذهن آدمی به راحتی انعام میتواند برای مستائلی که  این مدل می

 هایی مشابه با مغز است.ی مدلی برای ایعاد قابلیتبخش ارائهدر ذهن، به نوعی الهام
 

 ساختار یک نرون طبیعی

شدی باشد که هر نرون با میلیارد ستلول عصتبی(تشکیل    1۱۱)نرون  111۱  از تعدادبالغ رود که مغز انستان  گمان می

-3حدود  در هانرون سوئیچینگ سرعت ای به هم پیوسته هستند.العادیبه صورج فوقو  نرون دیگر در ارتبا  استت  41۱ تقریباً

ثانیه  1/۱در  استتت قادر آدمی وجود، این با. نمایدمی ناچیز بستتیار (ثانیه 1۱-1۱) ثانیه استتت که در مقایستته با کامپیوترها 1۱

 .انعام شود بازشناسی این که کشدمی طول دقایقی کامپیوتر برای ولی نماید، بازشناسایی را یک انسان تصویر

و  کندهدایت می سلولهای الکتریکی را به بیرون شاخه شدی و پیامکسون( است که شاخها) شتامل یک آسه هر نرون، 

یتِ به دِندر ،کسونِ یک نرونا .کندهای معاور دریافت میسلولهای الکتریکی را از ندریت( که پیام)دِ یک خوشته از دارینه نیز 

 گویند.می (سیناپسهمایه )که به محل اتصال این دو  نرون دیگر وصل است
 

 
 

هاست که از رای آن، یک سلول عصبی پیام خود را به دِندریت یک نورون کسونای همایه یک ساختار زیستی در پایانه

 فرستد.ای یا یک غدی میماهیچهی دیگر یا یاخته

 ها از یک حدّدر صتورتی که میزان سیگنال دریافتی از طریق دارینه . های ارستالی استت  جستم ستلولی مولد ستیگنال   

 .شودنرون تحریک می ،آستانه بیشتر باشد
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های وزنستتتازی دانش از کند و برای ذخیریی عصتتتبی از طریق یادگیری از محیط اطراف، کستتتب دانش میشتتتبکه

 نماید.سیناپسی استهادی می

 های یادگیرندی است.ی روشتر از بقیههای عصبی در یادگیری، عمدتاً بهتر است و کاربردیقابلیت شبکه
 

 ی عصبی مصنوعیشبکه

 است. گر اطلاعاجترین واحد پردازشکوچک ،نرون

 

 

 

 .افتدشکل، دو اتهاق میشدی در در مدل نرون ارائه
 

 مدل ریاضی ی) نرون

 

 

 

 

 

 

 

𝑣 =∑𝑤𝑖𝑥𝑖
𝑖

    ,     𝑦 = 𝑓(𝑣)     ,     𝑦 = 𝑓(∑𝑤𝑖𝑥𝑖)

𝑖

 

 

 

ℎ𝑎𝑟𝑑𝑙𝑖𝑚 تابر فعالساز ∶ 𝑦 = 𝑓(𝑣) = {1                   𝑣 ≥ 𝜃
0          𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 

 

 

 

شود و در های نرون به یک حدّی برسد، نرون تحریک میهر نرون دارای یک حدّ برانگیختگی است. اگر معموع ورودی

که یا تعداد زیادی ورودی کم به آن  شودبه طور کلی زمانی یک نرون تحریک می کند.پیام ارسال میکسون خود یک اراستای 

 ارسال شود یا یک ورودی خیلی زیاد به آن ارسال شود.
 

 (Perceptron)  پرسپترون

 به نامیک ورودی داخلی ، سری ورودی خارجیرسپترون دارای یکپ ست.اسازی نرون ترین نوع مدلسادی پرستپترون 

 .ببینید ار آننید اتومی زیرکه در شکل  ستاو یک خروجی ( thresholdآستانه ) یکb (bias ،)یا  بایاس

 هاورودی نرون
 خروجی

∑ 
𝑣 

∑𝑤𝑖𝑥𝑖
𝑖

 
£ 

𝑦 

 سازتابر فعال
Activation Function 

𝑥1 

𝑥𝑛 

𝑥2 

𝑦 

𝑣 
𝜽 

1 

. 

. 

. 

 آستانه

(threshold) 
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اگر . آوردخروجی را فراهم میو ها را محاستتبه نمودی یک بردار ورودی را گرفته، ترکیبی خطی از آن ،یک پرستتپترون

 .گرداندمیر)منهای یک( ب صهرمقدار صورج در غیر اینیک و مقدار  ،ای بالاتر بودخروجی از میزان آستانه

اما در کل  ،ستا boolean از جنس ها معمولاًورودی پرسپتروناست. ف یک نرون دهندی و معرّهر پرستپترون نشتان  

 است. boolean یک همیشه ولی خروجی د،هر عددی باشد ناتومی
 

 سازی کنید.پیادیرا توسط نرون  ANDیک گیت  مثال:

y 𝑥2 𝑥1 
0 0 0 
0 1 0 
0 0 1 
1 1 1 

 

ی ی مقدار یک و ضتتربدر نمایندیدایری نمایندی جدا کند.ضتتربدر را از  دایریکه  باید یک یادگیر ماشتتین طراحی کنیم

𝑥1ی چینی به معادلهخطباشد. مقدار صهر می + 𝑥2 =  دهد.این کار را انعام می 1.5

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 گیریم.در ن ر می 1 مقداررا  𝑤2و  𝑤1به صورج تصادفی، 

AND gate 

𝑥1 

𝑥2 

× 
1 

× 

1  × 

∘ 
1.5 

1.5 ∘ 

∑ 
𝑣 = 𝑥1 + 𝑥2 

£ 
 𝑦 = 𝑓(𝑣) = 𝑓(𝑥1 + 𝑥2) 

𝑥1 

 

𝑥2 

 سازتابر فعال
Activation Function 

AND gate 
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𝑤1 = 1  ,   𝑤2 = 1 ⇒  𝑣 =∑𝑤𝑖𝑥𝑖 = 𝑥1 + 𝑥2
𝑖

 

 

𝑣 = 𝑥1 + 𝑥2     ,     𝑦 = 𝑓(𝑣) = 𝑓(𝑥1 + 𝑥2)    ,     𝑓 = ℎ𝑎𝑟𝑑𝑙𝑖𝑚     ,     𝜃 = 1.5  
 

ℎ𝑎𝑟𝑑𝑙𝑖𝑚 تابر فعالساز ∶ 𝑦 = 𝑓(𝑣) = {1                   𝑣 ≥ 1.5
0             𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 
 

𝑥1اگر  = 𝑥2و  0.5 = 𝑣گای ، آنباشد 0.7 = 𝑥1 + 𝑥2 = (اسم یادگیرندی) در نتیعه و 1.2 𝑛𝑒𝑡(0.5,0.7) = 0 
 

𝑥1اگر  = 𝑥2و  0.8 = 𝑣گای باشد، آن 0.9 = 𝑥1 + 𝑥2 = (اسم یادگیرندی)و در نتیعه  1.7 𝑛𝑒𝑡(0.8,0.9) = 1 
 

و خط گذرندی از این نقا  را رستتم  در ن ر گرفتیم 𝑥2و  𝑥1که به ترتیب بر روی محورهای  5/1و  5/1به جای مقادیر  نکته:

 ... را در ن ر بگیریم. یا 05/1و  25/1یا مقادیر  25/1و  5/1یا مقادیر  25/1و  25/1توانیم مقادیر می، کردیم
 

هاست تا بتواند wکردن همین اند، اما کلاً من ور از آموزش، مشخصها در اینعا به صورج تصادفی در ن ر گرفته شدیw نکته:

 ها را به خوبی کنار هم قرار دهد تا به خروجی مناسبی برسد.ارتبا 
 

 ها، باید بهترین نتیعه را بگیریم.با تعیین وزن نکته:

error = target - output 
 

 سازی کنید.پیادیرا توسط نرون  ORیک گیت  مثال:

y 𝑥2 𝑥1 
0 0 0 
1 1 0 
1 0 1 
1 1 1 

 

ی ی مقدار یک و ضتتربدر نمایندیدایری نمایندیجدا کند.  ضتتربدراز  دایری راباید یک یادگیر ماشتتین طراحی کنیم که 

𝑥1ی چینی به معادلهخطباشد. مقدار صهر می + 𝑥2 =  دهد.این کار را انعام می 0.5
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

OR gate 

  

𝑥1 

𝑥2 

1 

× 

1  

∘ 
0.5 

0.5 ∘ 



81 

 

 

 

 

 

 

 

 گیریم.در ن ر می 1مقدار را  𝑤2و  𝑤1به صورج تصادفی، 

𝑤1 = 1  ,   𝑤2 = 1 ⇒  𝑣 =∑𝑤𝑖𝑥𝑖 = 𝑥1 + 𝑥2
𝑖

 

 

𝑣 = 𝑥1 + 𝑥2     ,     𝑦 = 𝑓(𝑣) = 𝑓(𝑥1 + 𝑥2)     ,     𝑓 = ℎ𝑎𝑟𝑑𝑙𝑖𝑚     ,     𝜃 = 0.5  
 

ℎ𝑎𝑟𝑑𝑙𝑖𝑚 تابر فعالساز ∶ 𝑦 = 𝑓(𝑣) = {1                   𝑣 ≥ 0.5
0             𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 
 

𝑥1اگر  = 𝑥2و  0 = 𝑣گای باشد، آن 1 = 𝑥1 + 𝑥2 = (اسم یادگیرندی)و در نتیعه  1 𝑛𝑒𝑡(0,1) = 1 
 

𝑥1اگر  = 𝑥2و  1 = 𝑣گای باشد، آن 1 = 𝑥1 + 𝑥2 = (اسم یادگیرندی)و در نتیعه  2 𝑛𝑒𝑡(1,1) = 1 
 

𝑥1اگر  = 𝑥2و  0 = 𝑣گای باشد، آن 0 = 𝑥1 + 𝑥2 = (اسم یادگیرندی)و در نتیعه  0 𝑛𝑒𝑡(0,0) = 0 
 

𝑥1اگر  = 𝑥2و  0.5 = 𝑣گای باشد، آن 0.7 = 𝑥1 + 𝑥2 = (اسم یادگیرندی)و در نتیعه  1.2 𝑛𝑒𝑡(0.5,0.7) = 1 
 

𝑥1اگر  = 𝑥2و  0.8 = 𝑣گای باشد، آن 0.9 = 𝑥1 + 𝑥2 = (اسم یادگیرندی)و در نتیعه  1.7 𝑛𝑒𝑡(0.8,0.9) = 1 
 

𝑥1اگر  = 𝑥2و  0.2 = 𝑣گای باشد، آن 0.1 = 𝑥1 + 𝑥2 = (اسم یادگیرندی)و در نتیعه  0.3 𝑛𝑒𝑡(0.2,0.1) = 0 
 

ساز صهر کردی و یک ورودی را در تابر فعال 𝜃تغییر نکند،  𝜃کاری نشود و با تغییر ساز دستکه تابر فعالبه خاطر این

𝑏وارد نرون کردی و  𝑏 با وزن 1 = −𝜃 صتتتورج، تابر در این کنیم.را اعمال میhardlim تبدیل به تابر پله( تابر ایstep )

 شود.می

 

 

 

 

 

 

 

 

∑ 
𝑣 

∑𝑤𝑖𝑥𝑖 + 𝑏

𝑖

 

£ 
𝑦 

 سازتابر فعال
Activation Function 𝑥1 

𝑤2 

𝑥3 

𝑥2 

1 
𝑏 

∑ 
𝑣 = 𝑥1 + 𝑥2 

£ 
 𝑦 = 𝑓(𝑣) = 𝑓(𝑥1 + 𝑥2) 

𝑥1 

 

𝑥2 

 سازتابر فعال
Activation Function 

OR gate 

. 

. 

. 
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𝑣 =∑𝑤𝑖𝑥𝑖 + 𝑏

𝑖

    ,     𝑦 = 𝑓(𝑣)     ,     𝑦 = 𝑓(∑𝑤𝑖𝑥𝑖 + 𝑏)     ,     𝑏 = −𝜃

𝑖

 

 

 

 

تابر فعالساز پلهای ∶ 𝑦 = 𝑓(𝑣) = {1                   𝑣 ≥ 0
0         𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 

 
 

 سازی کنید.پیادی bرا توسط نرون و با استادی از  ANDیک گیت  مثال:

y 𝑥2 𝑥1 
0 0 0 
0 1 0 
0 0 1 
1 1 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

( چینخط 𝑥1 (معادلهی  + 𝑥2 = 1.5 ⇒  {
𝑥1 + 𝑥2 − 1.5 = 0 ⇒  𝑏 = −1.5
𝑣 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑏 = 0                     

 
 

𝑦 

𝑣  

1 

AND gate 

𝑥1 

𝑥2 

× 
1 

× 

1 × 

∘ 
1.5 

1.5 ∘ 

∑ 
𝑣 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑏  

£ 
 𝑦 = 𝑓(𝑣) = 𝑓(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑏) 

𝑥1 

 

𝑥2 

 سازتابر فعال
Activation Function 

𝑏 
1 
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𝑤1 = 1  ,   𝑤2 = 1 ⇒  𝑣 =∑𝑤𝑖𝑥𝑖 + 𝑏 = 𝑥1 + 𝑥2 − 1.5

𝑖

 

 

𝑣 = 𝑥1 + 𝑥2 − 1.5     ,     𝑦 = 𝑓(𝑣) = 𝑓(𝑥1 + 𝑥2 − 1.5)    ,     𝑓 = 𝑠𝑡𝑒𝑝     ,     𝜃 = −𝑏 = 1.5  
 

∶ تابر فعالساز پلهای 𝑦 = 𝑓(𝑣) = {1                   𝑣 ≥ 0
0          𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 
 

 کنید. سازیپیادی bرا توسط نرون و با استادی از  ORیک گیت  مثال:

y 𝑥2 𝑥1 
0 0 0 
1 1 0 
1 0 1 
1 1 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

( چینخط 𝑥1 (معادلهی  + 𝑥2 = 0.5 ⇒ {
𝑥1 + 𝑥2 − 0.5 = 0 ⇒  𝑏 = −0.5
𝑣 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑏 = 0                     

 

 

𝑤1 = 1  ,   𝑤2 = 1 ⇒  𝑣 =∑𝑤𝑖𝑥𝑖 + 𝑏 = 𝑥1 + 𝑥2 − 0.5

𝑖

 

 

𝑣 = 𝑥1 + 𝑥2 − 0.5     ,     𝑦 = 𝑓(𝑣) = 𝑓(𝑥1 + 𝑥2 − 0.5)    ,     𝑓 = 𝑠𝑡𝑒𝑝     ,     𝜃 = −𝑏 = 0.5  
 

∶ تابر فعالساز پلهای 𝑦 = 𝑓(𝑣) = {1                   𝑣 ≥ 0
0          𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 

𝑥2 

∑ 
𝑣 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑏  

£ 
 𝑦 = 𝑓(𝑣) = 𝑓(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑏) 

𝑥1 

 

𝑥2 

 سازتابر فعال
Activation Function 

𝑏 
1 

OR gate 

  

𝑥1 
1 

× 

1  

∘ 
0.5 

0.5  ∘ 
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 سازی کنید.پیادیرا توسط نرون  XORیک گیت  مثال:

Y 𝑥2 𝑥1 
0 0 0 
1 1 0 
1 0 1 
0 1 1 

 

ی ی مقدار یک و ضتتربدر نمایندیدایری نمایندیباید یک یادگیر ماشتتین طراحی کنیم که دایری را از ضتتربدر جدا کند. 

𝑥1 یهاچین به معادلهخطدو باشد. مقدار صهر می + 𝑥2 = 𝑥1و  1.5 + 𝑥2 =  د.ندهاین کار را انعام می 0.5

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

زی کنیم. ساتوسط نرون، آن را پیادیچین شود تا بتوانیم چین، تبدیل به یک خطبایست کاری کنیم که این دو خطمی

𝑦1برای این کار، معادلاج  = (𝑥1  𝑂𝑅  𝑥2)  و𝑦2 = (𝑥1  𝐴𝑁𝐷  𝑥2) کنیم.را وارد جدول می 
 

𝑦 = (𝑥1  𝑋𝑂𝑅  𝑥2) 𝑦2 = (𝑥1  𝐴𝑁𝐷  𝑥2) 𝑦1 = (𝑥1  𝑂𝑅  𝑥2) 𝑥2 𝑥1 
0 0 0 0 0 
1 0 1 1 0 
1 0 1 0 1 
0 1 1 1 1 

 

𝑦1ی چینی به معادلهخطحال  − 𝑦2 =  .کندجدا می دایری را از ضربدر 0.5

 

 

 

 

 

 

 

𝑥2 

XOR gate 

𝑥1 
1 

× 

1  

∘ 
0.5 

0.5  ∘ 

∘ 
1.5 

1.5  ∘ 

× 

𝑦2 

𝑦1 
1 

× ∘ 
0.5 

−0.5  ∘ 

× 1  
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𝑦1 (معادلهی خطچین) − 𝑦2 = 0.5 ⇒ {
𝑦1 − 𝑦2 − 0.5 = 0 ⇒  𝑏 = −0.5
𝑦1 − 𝑦2 + 𝑏 = 0                              

 
 

𝑤1 = 1  ,   𝑤2 = 1 ⇒  𝑦1 =∑𝑤𝑖𝑥𝑖 + 𝑏1 = 𝑥1 + 𝑥2 − 0.5

𝑖

 

 

𝑤3 = 1  ,   𝑤4 = 1 ⇒  𝑦2 =∑𝑤𝑖𝑥𝑖 + 𝑏2 = 𝑥1 + 𝑥2 − 1.5

𝑖

 

 

𝑦 = 𝑓(𝑦1 − 𝑦2 + 𝑏)    ,     𝑓 = 𝑠𝑡𝑒𝑝     ,     𝜃 = −𝑏 = 0.5  
 

∶ تابر فعالساز پلهای 𝑦 = {1                   𝑣 ≥ 0
0          𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 
 

𝛼𝑥1بعدی و ... باشد. فرمول صهحه به صورج  3تواند خط، صهحه، فضای جداکنندی می نکته: + 𝛽𝑥2 + 𝛾𝑥3 − 𝜃 = 0 

 باشد.می

 سازی است.با یک سطح نرون )یک نرون( قابل پیادی زیرشکل 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

∑ 
𝑦1 = (𝑥1  𝑂𝑅  𝑥2) 

£ 
 𝑦 = (𝑥1  𝑋𝑂𝑅  𝑥2) 

𝑥1 

𝑥2 سازتابر فعال 
Activation Function 

𝑤1 = 1 

𝑤2 = 1 

𝑏1 = −0.5 

1 

∑ 
𝑦2 = (𝑥1  𝐴𝑁𝐷  𝑥2) 

𝑤4 = 1 

𝑤3 = 1 

𝑏2 = −1.5 

𝑏 = −0.5 
𝑤5 = 1 

𝑤6 = −1 

 ( 2Layer) 2ی لایه ( 1Layer) 1ی لایه
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 سازی است.با دو سطح نرون )دو نرون( قابل پیادی زیرشکل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 سازی است.نرون( قابل پیادی سهسطح نرون ) سهبا  زیرشکل دو 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 سازی کرد.توان با سه سطح نرون )سه نرون( پیادیهایی که محدب نیستند را میناحیه نکته:

 

 

 ی محدبمعموعه

 ی محدب(ی غیرمحدب )متشکل از دو معموعهمعموعه
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 زسافعالانواع توابع 
 

 

𝑦     (:Stepای )پلهساز فعالتابع  -1 = {
1                   𝑣 ≥ 0
0          𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 

 

 
 

 

 

 

𝑦     (:Sign) علامتساز فعالتابع  -2 = {
1                      𝑣 ≥ 0
−1          𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 

 

 
 

 

 

 

𝑦    (: Sigmoid) الساز سیگموئیدتابع فعال -3 =
1

1+𝑒−𝑎𝑥
 

 

 
 

 دهد.ی خوبی میساز است، زیرا نتیعهترین و پرکاربردترین تابر فعالمعروف الساز سیگموئیدتابر فعال نکته:

𝑓′(𝑥): الساز سیگموئیدمشتق تابر فعال = 𝑓(𝑥). (1 − 𝑓(𝑥)) 
 

 MLP (Multi-Layer Perceptron) یا چند لایه های عصبی پرسپترونشبکه

ها در شکل چین)خطی پنهان هم وجود دارد. ها در لایهها این استت که یک نستخه از ورودی  یک ویژگی این شتبکه 

 Feed-Forward Neuralهای عصتتتبی جلوروندی یا شتتتبکهشتتتوند و رو به جلو هستتتتند. )ها همگرا میاین شتتتبکهزیر( 

Networks) 

 است. السیگموئید MLP یهاساز شبکهفعالتابر 
 

 گویند.ساز چندهدفه میهای عصبی، بهینهتواند چندین خروجی داشته باشد که به این شبکهی عصبی مییک شبکه نکته:

 

 

 

1 

𝑣  

𝑦  

𝑦  

𝑣  

1 

−1 

1 

𝑥  

𝑦  
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 سطح اول
Layer 1 

 ی ورودیلایه
Input Layer 

 سطح دوم
Layer 2 

 ی پنهانلایه
Hidden Layer 

 سطح سوم
Layer 3 

 ی خروجیلایه
Output Layer 

 

 

𝑥1 

𝑥2 

1 

 

. 

. 

. 

 

𝑥𝑛 

. 

. 

. 

 

 

 

. 

. 

. 

𝑦 
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 (Hopfield) عصبی هاپفیلد یشبکه

ی ها نتیعهشتتود. این شتتبکههای قبلی وارد میی خروجی به لایهها این استتت که خروجیِ لایهویژگی برخی از شتبکه 

 (Recurrent Neural Networksپذیر یا های عصبی برگشتگونه است. )شبکههمگرا ندارند. عقل انسان این

است که دارای ساختار بازگشتی است و در ساختار های عصبی ترین انواع شبکهیکی از قدیمیی عصبی هاپهیلد، شبکه

 باشد.( میRecurrentپذیر )های عصبی برگشتاین شبکه از نوع شبکه .های داخلی وجود دارندآن، فیدبک

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 RBF (Radial Basis Functions)یا  شعاعیتوابع پایه های عصبی شبکه

نوع پردازشتی که   ندارند و صترفاً  MLP هایتهاوج چندانی با شتبکه  RBF های عصتبی از ن ر ستاختار کلی، شتبکه  

دارای فرایند یادگیری و  غالباً RBF هایدهند، متهاوج استتتت. با این حال، شتتتبکههایشتتتان انعام مییورود هتا روی نرون

تر خواهد ها راحتیم آنعملکردی خاص، کار تن  یها بر محدودیتری هستند. در واقر، به دلیل تمرکز نرونستازی سریر آمادی

 .بود
 

 سطح اول
Layer 1 

 ی ورودیلایه
Input Layer 

 سطح دوم
Layer 2 

 ی پنهانلایه
Hidden Layer 

 سطح سوم
Layer 3 

 ی خروجیلایه
Output Layer 

 

 

𝑥1 

𝑥2 

1 

 

. 

. 

. 

 

𝑥𝑛 

. 

. 

. 

 

 

 

. 

. 

. 

𝑦 
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 کردن خطاکمینه

 ی عصبی، مقادیر زیر را داریم.در یک شبکه مثال:
 

𝑒 (𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟) = 𝑡 − 𝑦 𝑦(𝑜𝑢𝑡𝑝𝑢𝑡) 𝑡 (𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡) 𝑥3 𝑥2 𝑥1 
0.3 11.7 12 8 3 2 
-1.2 19.2 18 9 4 3 
0.9 14.1 15 1 3 8 

 

𝑒 = 𝑡 − 𝑦 
 

𝑒 =∑|𝑡(𝑛) − 𝑦(𝑛)|      (نمونههای آموزش است 𝑛) 
 

(تابر خطا) 𝐸 =
1

2
𝑒2 =

1

2
(𝑡 − 𝑦)2 
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 .ها هستندوزن ،)هزینه( پارامتر آزاد برای تابر خطا

 .طی فرآیند آموزش کمتر شود (𝐸)ای عمل کرد که تابر خطا گونهباید به 

𝐸(𝑤𝑖+1) < 𝐸(𝑤𝑖) 
 .تابر خطا مینیمم شود ،است که به ازی آن (∗𝑤)ای یافتن وزن بهینههدف 

𝐸(𝑤∗) ≤ 𝐸(𝑤) 
 :شر  لازم برای وجود وزن بهینه این است که

∇𝐸(𝑤∗) = 0 
 

𝐸ی بنابراین از رابطه .است E رساندن مقدارهدف به حداقل =
1

2
𝑒2  نسبت به𝑤 گیریم.مشتق می 

𝜕𝐸

𝜕𝑤
=
𝜕𝐸

𝜕𝑒
.
𝜕𝑒

𝜕𝑦
.
𝜕𝑦

𝜕𝑣
.
𝜕𝑣

𝜕𝑤
 

 

(1) 𝐸 =
1

2
𝑒2 ⇒

𝜕𝐸

𝜕𝑒
= 𝑒     ,     (2) 𝑒 = 𝑡 − 𝑦 ⇒

𝜕𝑒

𝜕𝑦
= −1 

 

(3) 𝑦 = 𝑓(𝑣) ⇒
𝜕𝑦

𝜕𝑣
= 𝑓′(𝑣)     ,     (4) 𝑣 =∑𝑤𝑖𝑥𝑖 + 𝑏 ⇒

𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑤
= 𝑥𝑖 

 گیریم:نتیعه می (4)و  (3)،  (2)،  (1)از روابط 
𝜕𝐸

𝜕𝑤
= 𝑒. (−1). 𝑓′(𝑣). 𝑥𝑖 = −𝑒. 𝑓

′(𝑣). 𝑥𝑖 
 

,𝑤(𝑤1)به صورج برداری باشد  𝑤اگر  𝑤2, 𝑤3, … , 𝑤𝑛)،) مشتق )مشتق به گرادیان و  آیدی گرادیان پیش میآنگای مسأله

 شود.تبدیل می (جزئی چندبعدی

 

 

 

 

 

  𝐸(تابر خطا)

𝐸′  
𝑤  

 دهدمی افزایشرا  E  ،w نهیشیب م دهدرا کاهش می E  ،wشیب ملبت 

← 𝑤 𝑤 →  
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∇𝐸 = (
𝜕𝐸

𝜕𝑤1
,
𝜕𝐸

𝜕𝑤2
,
𝜕𝐸

𝜕𝑤3
, … ,

𝜕𝐸

𝜕𝑤𝑛
) 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑤𝑖+1 = 𝑤𝑖 − 𝜂
𝜕𝐸

𝜕𝑤
 

 

را خیلی کوچک در ن ر بگیریم، ستتترعت همگرایی کم  ηرود. اگر را بزرگ در ن ر بگیریم، پتایداری از بین می  η اگر

 متناسب انتخاب کنیم. ηشود. پس باید یک می

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 برای کاهش مقدار مشتق، باید خلاف )منهای( جهت بردار گرادیان حرکت کرد
 خلاف جهت

 بردار

 گرادیان
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 )ژنتیک الگوریتم( های ژنتیکالگوریتم-فصل چهارم

 

 (Optimizationسازی )بهینه

 باشد.میکردن نی بیشینهاکردن و گاهی اوقاج به معی کمینهاگاهی اوقاج به معنسازی بهینه
 

min [(𝑥 یرا از رابطه 𝑥 مقدار مثال: −  .(UnConstraintبدون محدودیت یا  سازیی بهینهمسأله) دبدست آوری [2(2

𝑥)چون مقدار  جواب: − min[(𝑥باشد، پس مقداری ملبت می 2(2 − 2)2] =  و داریم: 0

(𝑥 − 2)2 = 0 ⇒ 𝑥 − 2 = 0 ⇒ 𝑥 = 2  
 

 .(Constraintبا محدودیت یا  سازیی بهینهسأله)مرا حساب کنید  min[𝑥]مقدار  مثال:

{
min[𝑥] (تابر هدف)     ?=

𝑥 ≥ (محدودیت)              4
 

𝑥چون در این ملال، محدودیت  جواب: ≥ min[𝑥]، بنابراین جواب ملال وجود دارد 4 =  خواهد شد. 4
 

min [𝑥3ی حل مسأله مثال: + 4𝑥2 − 𝑥 +  سازی بدون محدودیت است.ی بهینه، یک مسأله [5
 

}ی حل مسأله مثال:
min[𝑥𝑦 + 𝑦𝑧2 − 3𝑥𝑧]              
𝑥 + 𝑦 ≥ 4     ,     𝑧(𝑥 − 𝑦) ≤ 8

 سازی با محدودیت است.ی بهینه، یک مسأله 
 

تومان را بسازیم. این کار  2۱ها، مقدار خواهیم با حداقل تعداد سکهتومانی داریم. می 1و  5، 8، 1۱های یک سری سکه مثال:

 چگونه ممکن است؟

 :(Feasible Solutions) های ممکنجواب جواب:

(1۱،1۱( ، )1۱،5،5( ، )1۱،8،1،1) ( ،5،5،5،5... ، ) 

 ام باشد، داریم:iهای تعداد سکه 𝑥𝑖اگر 

{
min(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4)              (تابر هدف)

10𝑥1 + 8𝑥2 + 5𝑥3 + 𝑥4 = (محدودیت)     20
 

 گویند.سازی میبه این عمل، مدل

 تومانی است. 1۱ی جواب این ملال، دو سکه
 

 نویسیانواع برنامه

 ر متغیرها باید عدد صحیح باشد.امقد :IP (Integer Programming)نویسی عدد صحیح یا برنامه -1

متغیرها باید عدد صحیح  دارمق BIP (Binary Integer Programming:)نویسی عدد صحیح باینری یا برنامه -2

 باینری باشد.

 تواند عدد صحیح یا مقدار آزاد باشد.ر متغیرها میامقد (:Mix Programmingنویسی ترکیبی )برنامه -3
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 سازیانواع بهینه

 های زیر را داریم:سازینویسی، انواع بهینهبر اساس انواع برنامه

توانند داشتتته میصتتحیح  فقط مقدارمتغیرها  وقتی IO (Integer Optimization:)عدد صتتحیح یا  ستتازیبهینه -1

 .باشند

وقتی متغیرها فقط مقدار صحیح  BIO (Binary Integer Optimization:)عدد صحیح باینری یا  سازیبهینه -2

 توانند داشته باشند.باینری می

ر آزاد یداقو تعدادی دیگر ممقادیر عدد صتحیح  اگر تعدادی از متغیرها  (:Mix Optimizationترکیبی ) سازیبهینه -3

 د.نباشداشته 
 

کردن گرد کمینهی دوریی فروشندیسازی است. در واقر، مسألهی بهینه( یک مسألهTSPگرد )ی دوریی فروشندیمسأله مثال:

 و ... .عبور نکند ( از یک شهر دو بار 2ی شهرها عبور کند از همه (1سری شرو ، مانند: با توجه به یکاست مسیر 
 

 (.Exactج دقیق حل شود )به صور -1                                

 نه در آنتواب بهیتد که جتتکندا میتای پی(: بازیApproximateود )تبه صورج تقریبی حل ش -2                                

 دارد. رارق                                    

 وابت)جواب ترین جتالزاماً بهت د.تکندا میتوب پیتواب ختجیک یا چند (: Heuristicکاری )تابت -3                                   

 .کندپیدا می محلیی ، بلکه جواب بهینهکندرا پیدا نمیسراسری(  یبهینه                                    
 

min [(𝑥2 یرا از رابطه 𝑥 مقدار حل تقریبی:برای مثال  −  بدست آورید. [2(2.5

𝑥2)چون مقدار  جواب: − min[(𝑥2باشد، پس مقداری ملبت می 2(2.5 − 2.5)2] =  و داریم: 0

(𝑥2 − 2.5)2 = 0 ⇒ 𝑥2 − 2.5 = 0 ⇒ 𝑥 = √2.5 =   [1.7−,1.4−] یا [1.4,1.7]

√2 = 1.4     ,     √3 = 1.7 
 

 کنید. پیدادر نمودار زیر محلی و سراسری را  هایکمینه حل ابتکاری:برای  مثال

 جواب:
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 آید.ی سراسری با استهادی از روش حل دقیق بدست میدر ملال قبل، کمینه نکته:
 

 (Global Minimumی سراسری )کمینه

 (Local Minimumهای محلی)کمینه
𝑥  

 یسازحل مسائل بهینه
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 آید.ی هاشورخوردی با استهادی از روش حل تقریبی بدست میدر ملال قبل، بازی نکته:
 

ی سراسری در ها را بدهد که بهینه𝑥ای از را به عنوان جواب بدهد، یا معموعه ها𝑥ممکن استت که روش ابتکاری تمام   نکته:

 آن نباشد.
 

 کاملاً وابسته به مسأله هستند. -1                                                                                            

 (: مشکلاج این روشHeuristicابتکاری ) -1                              

 شوند.ی محلی متوقف میعمدتاً در بهینه -2                                                                                            

 ستند.همسأله  از مستقل -1                                                                                             

 هاویژگی (:Meta-Heuristicفراابتکاری ) -2                              

 شوند.ی محلی متوقف نمیدر بهینه -2                                                                                             
 

 دهد.دهد، اما الزاماً بهترین جواب را نمیکند و یک معموعه جواب هم میروش ابتکاری هر چند سریر عمل می نکته:
 

 یک الگوریتم ابتکاری است. (Greedyالگویتم حریصانه ) نکته:
 

تومان را بسازیم. این کار  16ها، مقدار خواهیم با حداقل تعداد سکهتومانی داریم. می 1و  5، 8، 1۱های یک ستری سکه  مثال:

 با استهادی از الگوریتم حریصانه چگونه ممکن است؟

ها را انتخاب ها آنگیرد و به ترتیب ارزش ستتکهها در ن ر میالگوریتم حریصتتانه ابتدا ارزش بیشتتتر را در میان ستتکه  جواب:

 کند. بنابراین داریم:می

16 − (1 × 10) = 6    ,     6 − (1 × 5) = 1     ,     1 − (1 × 1) = 0 
 شوند.می( انتخاب 1۱،5،1ها به صورج )و سکه

 

 𝐷به  𝑂ترین مستتیر را در شتتکل زیر برای رفتن از  خواهیم کوتایمی الگوریتم حریصتتانهروش ابتکاری و با استتتهادی از  مثال:

 انتخاب کنیم.

باشتتد، می ۶بعدی که در اینعا  کنیم و ستتپس یال کمترِباشتتد، انتخاب میمی 1مستتیر را با توجه به کمترین یال که  جواب:

 .ترین مسیر است(( کوتای4،2)در صورتی که مسیر وسطی؛ یعنی ) رویمو به همین ترتیب پیش می کنیمانتخاب می

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑂 

 

 

 𝐷 

8  4  

4  2  

1  9  

 ریبندی ابتکاتقسیم



95 

 

کنند و بعد با ستتازی میاختصتتاصتتی حل کنند، آن را به صتتورج فراابتکاری مدل حلرایکه مستتأله را با یک به جای این نکته:

 آورند.های عمومی، جواب را بدست میحلاستهادی از رای

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 مبتنی بر یک جواب: در نهایت، یک جواب خوب داریم. -1                      

 م و دوباریتکنیب میتها را با هم ترکیجواب دادی جواب داریم که اینتها: تعوابتمبتنی بر جمعیتی از ج -2                       

 ها برای رسیدن به جواب بهینه تغییر پیداآید. در هر مرحله، جمعیت جوابمیجمعیت جواب بدست  یک                          

 گوریتم(ژنتیک الرسیم. )های خوب میای از جوابدر انتها به معموعه کند.می                          
 

 باشد.ی جمعیت جواب میاند. مانند ژنتیک الگوریتم که بر پایهاز طبیعت الهام گرفته                       

 .انداز طبیعت الهام نگرفته                       
 

 ژنتیک الگوریتم

گیرد که میستتازی و با استتتهادی از روش فراابتکاری مورد استتتهادی قرار الگوریتم ژنتیک )ژنتیک الگوریتم( برای بهینه

 ها و الهام گرفته از طبیعت است.مبنی بر جمعیتی از جواب

ارائه شد، تکامل طبیعی را در سطح ژن و  1۶05در سال « هولند»آن توستط   یاولیه یهای ژنتیک که نمونهالگوریتم

ها نیز به عنوان در ژنهاست، گرچه جهش کند. عملکرد غالب در تولید نسل جدید، پیوند کروموزومستازی می کروموزوم شتبیه 

 .رودیک عملکرد ثانوی به کار می

ستطح یک کروموزوم انسان خالی   % ۶8ستت.  هاDNAای طولانی از عدد کروموزوم دارد. کروموزوم رشتته  46انستان  

 گیرد.ژن را در بر می ۱۱۱,3۱آن  % 2است و 
 

فراابتکاری  جواب
یتم، ر)ژنتی) الگو

 ها و ...(کلونی مورچه

 مسأله

 حل عمومیرای سازیمدل

 حل اختصاصیرای

 فراابتکاری

 فراابتکاری
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…𝑇𝐺 𝐺𝐶𝐶𝐴 𝑇… 

…𝐴𝐶 𝐶𝐺𝐺𝑇 𝐴… 

 
 

  

 

 
 

ه ب را فرزندی رشتتته دو، والدی رشتتته دو از استتتهادی باعمل بازترکیب  (:Crossoverیا  ReCombinationبازترکیب )

 .آوردمی وجود
 

وجودآمدن جواب جدید ه و موجب ب شتتدیدر عمل جهش، یک یا چند ژن به صتتورج تصتتادفی عوض  (:Mutationجهش )

 د.نشومی

توان های ژنتیک، میبا استتتهادی از عمل جهش در الگوریتم های ناگهانی ژن استتت.دلیل بوجودآمدن ستترطان، جهش

 تا به بهترین جواب برسیم.های ضعیف را از بین برد و جواب جدید بدست آورد جواب
 

 ی فراگشت( داروین، اثباج نشدی است.ی تکامل )ن ریهن ریه نکته:
 

 .کنیمایعاد می ی ممکنهاجواباز  ایاولیهجمعیت  -1                                     

 (Fitnessتابر تناسب یاتابر کنیم. )تابر برازندگی یا مقدار برازندگی هر جواب را محاسبه می -2                                      

 کنیم.می جمعیت قبلیبر اساس مقدار برازندگی جایگزین را جمعیت جدیدی  -3                                     

  2ی صورج روند را از مرحله، در غیر اینرسیم )شر  خاتمه(میبه جواب بهینه  در نهایت -4                                     

 .کنیممی تکرار                                         
 

 معرف ژن

 دهدکروموزوم به فرزند می 23 ←کروموزوم(  46مادر )

 دهدکروموزوم به فرزند می 23 ←کروموزوم(  46پدر )

 گیردکروموزوم از مادر می 23کروموزوم از پدر و  23فرزند 

 کُلّیَت الگوریتم ژنتی)
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 شود.تابر هدف و تابر برازندگی انتخاب میبین ی هر چه تابر برازندگی بیشتر باشد، بهتر است و بر اساس مسأله، رابطه نکته:
 

تومان را بستتازیم. تابر  2۱ها، مقدار خواهیم با حداقل تعداد ستتکهتومانی داریم. می 1و  5، 8، 1۱های یک ستتری ستتکه مثال:

 برازندگی را مشخص کنید.

 ام باشد، داریم:iهای تعداد سکه 𝑥𝑖اگر  جواب:

{
min(𝐹 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4)       (تابر هدف)

10𝑥1 + 8𝑥2 + 5𝑥3 + 𝑥4 = (محدودیت)     20
 

 

        (𝑥1   ,   𝑥2   ,   𝑥3   ,   𝑥4) 

𝑆1 ∶ (2    ,    0    ,    0    ,    0) ⇒ 𝑓(𝑆1) =
1

𝐹
=
1

2
 

 

𝑆2 ∶ (0    ,    2    ,    0    ,    4) ⇒ 𝑓(𝑆2) =
1

𝐹
=
1

6
 

 

𝑆3 ∶ (1    ,    0    ,    2    ,    0) ⇒ 𝑓(𝑆3) =
1

𝐹
=
1

3
 

 

𝑆4 ∶ (0    ,    0    ,    3    ,    5) ⇒ 𝑓(𝑆4) =
1

𝐹
=
1

8
 

 

……………………………………………… .… 
 

……………………………………………… .… 
 

……………………………………………… .… 
 

𝑓(𝑆1) =
1

2
 است. و جواب مسأله (تومانی 1۱ی دو سکه) را داردها و کمترین مقدار سکهبیشترین مقدار تابر برازندگی  

 

 

 

 
 

𝑓(𝑥)بر هدف تافرض کنید  مثال: = 𝑥2 − 3𝑥 + 0 خواهیم برایداریم. میرا  6 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥و  15 ∈ ℕ  مینیم تابر را

 .سازی کنیدبا استهادی از الگوریتم ژنتیک مدلبیایم. 

{
min [𝐹 = 𝑥2 − 3𝑥 + 6]
0 ≤ 𝑥 ≤ 15     ,     𝑥 ∈ ℕ

 

 نویسیم.، کروموزوم را می 𝑥های بر اساس محدودیت خواهیم کروموزومی بسازیم که جواب مسأله باشد.می جواب:

0) هتای ممکن متا جواب کته  برای این :(Encoding) دکردنکتُ : 1ی مرحلته  ≤ 𝑥 ≤ یکی از  ،را کدگذاری کنیم (15

 15 عدد تبدیل هر عدد به یک عدد باینری متنایر استتتتتتت. چون بیشتتتتتتترین جواب ممکن ما ،هایی که در پیش داریمروش

𝑙 ها( دارای طولی برابرهای ما )کروموزوملذا تمام جواب ،چهاربیتی است 1111 ،استتتتتتت و متنایر باینری آن  = . باشدمی 4

 تا جمعیت اولیه تشکیل شود.نویسیم ها را میگیریم و کروموزوم آندر ن ر می [0,15] یتعدادی عدد طبیعی تصادفی در بازی

Phenotype Space 
 (های فیزیکی یک موجود زندی)فضای مشخصه

 (ی مسألهحوزی)

Genotype Space 
 ()فضای طبیعت ژنتیکی یک نوع موجود زندی

 (ی کروموزومحوزی)
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𝑖𝑓  𝑥 = 4 ⇒ 𝐶1 =  کروموزومی با یک ژن   0100
 

𝑖𝑓  𝑥 = 1 ⇒ 𝐶2 =  کروموزومی با یک ژن   0001
 

𝑖𝑓  𝑥 = 14 ⇒ 𝐶3 =  کروموزومی با یک ژن   1110
 

 هر ژن، معادل یک متغیر هست. نکته:
 

هاست کروموزوم بندیرتبه برای معیاری Fitness تابر :(Fitnessتابع تناسب یا تابع : اعمال تابع برازندگی )2ی مرحله

 موردن ر رکارب بهه بست، تابر این انتخابی نحوی. شوند انتخاب جمعیت بعدی نسل برای برترهای کروموزوم تا کندمی کمک که

 .دارد

لذا هرچه تابر هدف کمتر باشتتتد، بهتر استتتت و باید تابر  ؛کردن تابر هدف هستتتتیمجا چون به دنبال مینیممدر این

 برازندگی بیشتر شود، لذا داریم:

تابر برازندگی =
1

تابر هدف
𝑓(𝐶)     یا      =

1

𝐹
 

 

𝑓(𝐶1) =
1

10
 

 

𝑓(𝐶2) =
1

4
 بهترین جواب در این نسل   

 

𝑓(𝐶3) =
1

160
 

 

 (ReCombinationترکیب )باز: 3ی مرحله
𝑥 = 4 ⇒ 𝐶1 = 0100     ,     𝑥 = 1 ⇒ 𝐶2 = 0001 

 

 

 

                𝐶′1 = 0101 ⇒ 𝑥 = 5    ,   𝐶
′
2 = 0000 ⇒ 𝑥 = 0  

 

 (Mutation: جهش )4ی مرحله
𝑥 = 14 ⇒ 𝐶3 = 1110 

 

                  𝐶′3 = 0110 ⇒ 𝑥 = 6 
 

 تواند در چند بیت نیز اتهاق بیهتد.عمل جهش، الزاماً بر روی یک بیت نیست و می نکته:
 

. اکنون تابر شتتوندآیند و به جمعیت اولیه افزودی مینستتل جدید به حستتاب می  رهای متولدشتتدی جزحال کروموزوم

 آوریم.بدست می 𝐶′3و  𝐶′1  ،𝐶′2برازندگی را برای 

𝐶′1 = 0101 ⇒ 𝑥 = 5     ⟹      𝑓(𝐶′1) =
1

16
 



99 

 

𝐶′2 = 0000 ⇒ 𝑥 = 0      ⟹      𝑓(𝐶′2) =
1

6
 بهترین جواب در این نسل   

 

𝐶′3 = 0110 ⇒ 𝑥 = 6     ⟹      𝑓(𝐶′3) =
1

24
 

 

 دهد.فرد به کار خود ادامه می n شوند و الگوریتم دوباری باپایین حذف می Fitness با هایِجواببرای تکرار الگوریتم، 

تواند این باشد که بهترین جواب بعد از ک معیار می. یتوقف الگوریتم در ن ر گرفت توان برایعیارهای مختلهی را میم

 کند.اجرای تعداد مشخصی بار از الگوریتم تغییر ن
 

 ،بهترین جواب طی مراحل بعد به نحوی از بین برود. برای جلوگیری از این امر بعد از هر بار انعام الگوریتم ممکن استت  :نکته

 .تا همیشه بهترین جواب حاصل از هر بار اجرای الگوریتم را داشته باشیم( far) گذاریمبهترین جواب را در جایی کنار می
 

𝑓(𝑥)فرض کنیتد تتابر هدف    مثتال:  = 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 4𝑦  هایبا محدودیترا 𝑥 ≤ 7  ،𝑦 ,𝑥و  3≥ 𝑦 ∈ ℕ  .دو داریم

 .بنویسیدرا نمونه کروموزوم آن 

{
min[𝑥2 + 𝑥𝑦 + 4𝑦]                  
𝑥 ≤ 15   ,   𝑦 ≤ 3   ,   𝑥, 𝑦 ∈ ℕ

 
 

{

𝑖𝑓 𝑥 = 4 → 𝑥 = (100)2                                                                      

                                ⟹ 𝐶1 =  کروموزومی با دو ژن     01 100

𝑖𝑓 𝑦 = 1 → 𝑦 = (01)2                                                                        

 

 

{

𝑖𝑓 𝑥 = 5 → 𝑥 = (101)2                                                                      

                                ⟹ 𝐶2 =  کروموزومی با دو ژن     10 101

𝑖𝑓 𝑦 = 2 → 𝑦 = (10)2                                                                        

 

 

و بعد  𝑦را بنویسیم، اول  𝑦و بعد  𝑥که اول توان به جای اینتوان به هر صورتی با هم ترکیب کرد. مللاً میرا می 𝑦و  𝑥 نکته:

𝑥 .را بنویسیم 
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 فلوچارت الگوریتم ژنتیک

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

p جمعیت : 

r ( الگوریتم توسط مرحله هر در که جمعیت از درصتدی : نرخ بازترکیب Crossover شوندمی جایگزین) .r  به صورج دلخوای

 .شودمیگرفته در ن ر  (% 5۱یا  % 6۱) 5/۱ یا 6/۱معمولاً گیرد و مقدار می

m نرخ جهش : ( الگوریتم توستط  مرحله هر در که جمعیت از درصتدی Mutation شوندمی جایگزین) .m  به صورج دلخوای

 شود.. اگر نرخ جهش زیاد باشد، واگرایی ایعاد میشودمیگرفته در ن ر  ۱2/۱یا  ۱1/۱و معمولاً  گیردمقدار می

 

 جمعیت اولیه

(Initialize Population) 

 ی تابر برازندگیمحاسبه

 شر  خاتمه

 انتخاب جمعیت

(Population Selection) 

 عمل بازترکیب

 جهشعمل 

 اگر شر  درست بود

 اگر شر  نادرست بود

r × p 
)زوج 

r×p

2
r؛ یعنی   × p  را انتخاب← 

 نماییم(والدها میکنیم و جایگزین می

← m× p 

 پایان الگوریتم
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 های مختلف نداشته باشیم.تغییر محسوسی در بهترین برازندگی، در نسل -                        

 ( برسد.Fitness_thresholdای )حدّ آستانه واریانس برازندگی یک نسل، به یک -                        

 شود. تولیدتعداد مشخصی نسل  -                        
 

 (Rouletteرولت ) روش انتخاب

ز . یکی اها استهادی کردها از آنتوان برای انتخاب ژنومهای ژنتیک وجود دارند که میهای مختلهی برای الگوریتمروش

. دشوعنصری که عدد برازش )تناسب( بیشتری داشته باشد، انتخاب میهای انتخاب، روش رولت است. در این روش، این روش

دهیم و با این احتمال است که شانس انتخاب هر ر یک احتمال تعمعی نسبت میبه نستبت عدد برازش برای هر عنص  ،در واقر

 .شودعنصر تعیین می

𝑃(𝐶𝑖)(تابر احتمال) =
𝑓𝑖𝑡𝑛𝑒𝑠𝑠(𝐶𝑖)

∑ 𝑓𝑖𝑡𝑛𝑒𝑠𝑠(𝐶𝑗)𝑗
 

 

 ژنتیک که حل کردیم، داریم:برای ملال الگوریتم  مثال:

𝑃(𝐶1) =

1
10

1
10
+
1
4
+
1
160

=

1
10

16 + 40 + 1
160

=

1
10
57
160

=  28%  یا  0.28

 

𝑃(𝐶2) =

1
4

1
10
+
1
4
+
1
160

=

1
4

16 + 40 + 1
160

=

1
4
57
160

=  70%  یا  0.7

 

𝑃(𝐶3) =

1
160

1
10
+
1
4
+
1
160

=

1
160

16 + 40 + 1
160

=

1
160
57
160

=  2%  یا  0.02

 

𝑃(𝐶2) > 𝑃(𝐶1) > 𝑃(𝐶3) 
 

 هاکروموزوم انتخاب

 (Roulette Wheel Selectionروش انتخاب چرخشی رولت )

 به آن fitness نستتبت به بستتتگی، بعدی جمعیت در استتتهادی برایکروموزوم  یک انتخاب احتمالرولت،  روش در

fitness روش این. دارد اعضای بقیه Roulette Wheel selection شودمی نامیدی. 

 

 

 

 

 

 شرط خاتمه
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 برای ملال قبلی داریم: مثال:

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

شود. بنابراین در این ها با درصتدهای خاصتی استتهادی می   ی جوابدر روش رولت که مبتنی بر احتمال استت، از همه 

 یابد.روش، احتمال انتخاب افزایش می

 % 0۱ (aها )تعداد جواب خوب

 % 28 (bها )تعداد جواب متوسط

 % 2 (cها )تعداد جواب بد
 

 حساب کنید. ۱1/۱نویسی داشتیم که مللاً حاصل سری زیر را با دقت در برنامه مثال:

𝑆 = 1 +
1

2
+
1

4
+
1

6
+⋯ 

𝑆2بایست اگر بخواهیم این سری را با الگوریتم ژنتیک حل کنیم، می − 𝑆1 <  را در ن ر بگیریم. 0.01
 

 توان از ارقام دیگر و حتی حروف هم استهادی نمود.می 1و  ۱بعز ارقام باینری  نکته:
 

 های موازی در الگویتم ژنتیک مطرح است.مبحث پردازش نکته:
 

 باشد.های بهبود میمبحث مهاجرج فیزیکی از روش نکته:
 

 های بازترکیبروش

1- Single-point Crossover 

 شودمی انتخاب رشته طول در تصادفیی نقطه یک. 

 شوندمیتقسیم  قسمت دو به نقطه این در والدین. 

 یدآمی بوجود دیگر والد از دومی تکه و والدین از یکی از اولی تکه انتخاب با فرزند هر. 

 

 

%70 

%98 %0 

𝐶1 

𝐶2 

𝐶3 

%100 

 (a) هاتعداد جواب
 (b) هاتعداد جواب

۱ % 

0۱ % 

۶8 % 

1۱۱ % 

 احتمال



113 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

2- Double-point Crossover 

  شودمی انتخاب رشته طول در تصادفیی نقطهدو. 

 شوندمیتقسیم  قسمت سه به نقطهدو  این در والدین. 

 یدآمی بوجود دیگر والد از دومی تکه و والدین از یکی از و سوم اولی تکه انتخاب با فرزند هر. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

3- Uniform Crossover 

  شودمی انتخاب رشته طول در تصادفیی نقطهچند. 

 شوندمیتقسیم  قسمتچند  به  انق این در والدین. 

 شوندمی انتخاب والدین ازو به ترتیب  یکنواخت صورجه ب هابیت انتخاب با فرزند هر. 
 

 

 

 

 

 

 
 
 

 پدر مادر

1 ۱ ۱ 1 ۱ 1 
 

۱ 1 1 ۱ 1 ۱ 
 

 فرزند فرزند

۱ 1 1 1 ۱ 1 
 

1 ۱ ۱ ۱ 1 ۱ 
 

 پدر مادر

1 ۱ ۱ 1 ۱ 1 
 

۱ 1 1 ۱ 1 ۱ 
 

 فرزند فرزند

1 ۱ 1 ۱ 1 1 
 

۱ 1 ۱ 1 ۱ ۱ 
 

 پدر مادر
1 ۱ ۱ 1 ۱ 1 

 

۱ 1 1 ۱ 1 ۱ 
 

 فرزند فرزند

۱ 1 ۱ ۱ 1 1 
 

1 ۱ 1 1 ۱ ۱ 
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 ( برای شکل زیر با استهادی از الگوریتم ژنتیک.TSPگرد )ی دوریی فروشندیمسأله مثال:

 گیریم.سازی است، پس تابر برازندگی را معکوس تابر هدف میچون مسأله از نوع مینیم جواب:
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

𝑆1 ∶ (1 , 2 , 3 , 4) ⇒ 𝑓(𝑆1) =
1

𝐹
=

1

10 + 15 + 6
=
1

31
 

 

𝑆2 ∶ (4 , 3 , 2 , 1) ⇒ 𝑓(𝑆2) =
1

𝐹
=

1

6 + 15 + 10
=
1

31
 

 

𝑆3 ∶ (4 , 3 , 1 , 2) ⇒ 𝑓(𝑆3) =
1

𝐹
=

1

6 + 8 + 10
=
1

24
 

 

𝑆4 ∶ (4 , 1 , 2 , 3) (این امکان وجود ندارد) ⟹ (مقدار یال 4 به 1 را 1000 قرار میدهیم) ⇒ 𝑓(𝑆4) =
1

1025
 

 

 هایی وجود دارد:حل برای همچنین کروموزومدو رای نکته:

 ها وارد جمعیت نشوند.از اول بررسی کنیم که این کروموزوم -1

 ها حذف شود.بالایی قرار دهیم که به صورج خودکار در انتخاب نسلمقدارِ خیلی مقدار برازندگی را  -2

𝑆1 ∶ (1 , 2 , 3 , 4)     ,     𝑆2 ∶ (4 , 3 , 2 , 1) 
 

 

 

        (1 , 2 , 2 , 1)         ,         (4 , 3 , 3 , 4) 
 

𝑆3 ∶ (4 , 3 , 1 , 2) 
 

 

        (4 , 3 , 1 , 1) 
 

 

        (4 , 3 , 3 , 1) 

1 

4 3 

2 1۱ 

6 

15 

8 

1۱۱۱ 

 جهش غلط

۶ 

 جهش غلط
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بار معنا ندارند و غلط هستتتند؛ چون از هر گری فقط یک Phenotypeمعنا دارند، اما در  Genotypeهای بالا در جواب نکته:

 توانیم عبور کنیم و تکرار معنا ندارد.می

𝑆3 ∶ (4 , 3 , 2 , 1) 
 

 

        (4 , 2 , 3 , 1) 
 

 

        (4 , 2 , 1 , 3) 
 

𝑆3 ∶ (4 , 3 , 1 , 2)     ,     𝑆4 ∶ (4 , 1 , 2 , 3) 
 

 

 

        (4 , 3 , 2 , 3)         ,         (4 , 1 , 1 , 2) 
 

 

        (4 , 3 , 2 , 1)         ,         (4 , 3 , 1 , 2) 
 

 مزایای الگوریتم ژنتیکبرخی 

 :توان در موارد زیر برشمردالگوریتم ژنتیک را میمزایای برخی  ،به طور خلاصه

 .سازی را انعام دهدتواند عمل بهینهمی ،با متغیرهای پیوسته و هم گسستههم  -1

 .مشتق توابر ندارد ینیازی به محاسبه -2

 .باشدسازی مسائل با تعداد متغیرهای زیاد میقادر به بهینه -3

 .است( های موازی)پردازشقابل اجرا از طریق کامپیوترهای موازی  -4

 را. طور همزمان بدست آورد نه فقط یک جوابه قادر است تا چند جواب بهینه را ب -5

 .حل خاصشوند و نه بر روی یک رایها اعمال میحلای از رایهای ژنتیک بر روی معموعهالگوریتم -6

دبندی سرعت همگرایی انعام دهد. کُشدی دبندیسازی را با متغیرهای کُدبندی نمودی و بهینهقادر است تا متغیرها را کُ -0

 .دهدالگوریتم را افزایش می

 .های تعربی را علاوی بر توابر تحلیلی داردهای عددی تولیدشدی و دادیا دادیبالگوریتم توانایی کارکردن  -8

 .رودکار میه سازی و املالهم باین الگوریتم بیشتر در مسائل بهینه -۶

 

 «الهْدُیوَالسَّلامُ علَی مَنِ اتَّبِعَ »

 «موفق و مؤید باشیددر پناه خدا، »

 جهش درست

 جهش درست

 جهش جهش


